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التكامل غير المحدد 


اللوغارتم الطبيعي 
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الحجوم الدورانية 
١‏ 





ار و ا 
الحل الخاص والعام للمعادلة التفاضلية الاعتيادية 
ل ل 0 ام 
طرق حل المعادلات التفاضلية 
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المعادلات 7 


“ا 






لتفاضلية 





20 ا 00 


الفصل الرابع ( التكامل ) 





النظرية الأساسية التكامل - الدالة المقابلة 





لقد تعلمنا فتِمناإسبق طريقة ايجاد قيمة للتكامل المحدد م7 حيث ثم دالة مستمرة على الفترة المغلقة [8 ,©] 

كما وجدنا. في بعض الحالات الخاصة قيمة دقيقة لهذا التكامل المحدد (باستخدام المساحة). والمبرهنة الآنية 

تساعدنا في إيجاذ قيمة التكامل_المحدد. 

مبرهنة : إذا كانت / دالة مستمرة على الفترة [5 ,9] فإنه توجد دالة / مستمرة على الفترة [5,©] بحيث: 
(ط,©) ع علا , (2) ] ح (د) "1 

ويكون : (7)0 - (ط)" - 1 7 

تسمى 1 الدالة المقابلة للدالة (ر) (1'2111©41011 6126 [0 4114101©1:117061176 ) على الفترة [8 ,©] 

فمثلاً : إذا كانت 2 - (2)/رمر , ١‏ ج [1,2] : /ر 

فإن 4م ع (2) ر/ , 8 ج [1,2]: م1 

(1,2) ع عد , (ع))/ - ع2 ع (من) "1 


وعليه فإن (7)1 - (7)2 - / ]] 
3 -4-1- ملاحظة: (1) 7 - (2)/ تكتب بالصورة 1”)2([4] 





مثال إذا كانت (2)/ دالة مستمرة على الفترة [5 ,1] بحيث 32:2 - ()/ دالة مقابلة للدالة /ر 
5 5 
فجد :02() / إل 
5 
(7)1 - (5) 7 - :4() / ا 


7 -3)56(2 - 
30105 آ305- 


ويمكن كتابتها بصورة أخرى 
9 -- 5 
التعويض بالقيمة الكبيرة ثم القيمة الصغيرة 7] - 0017 ”| - 0043 ر ل 
نتك يدعس حون يكون 2ك 





)7 ١ ا‎ 2 


مثال إذا كانت ل دالة مستمرة على الفترة ا 0 وإن الدالة المقابلة للدالة '/ هي 


بز هي 3 0 :"1 ,ع« طذه ع (2)/ » أوجد 01 (1) 217 


12 


ير 


17 زه - 12م)م - 
| التعويض بالقيمة اكبيرةثم القيمة | لصغيرة . 6ت هاك] - 16( ”| - هرت زم 


1 -1-0 ج 0وزو - دوزو - 


مثال أأثبتعفيما إذا كانت 2 + © ح («)/ , 8 + [3 ,1] :7 هي دالة مقابلة للدالة 322 - (2) / 


2 + 3عر - (#«)م دالة مستمرة وقابلة للاشتقاق على / لأنها كثيرة حدود. 


. (2) 1_7 مستمرة 0ظ [3 5 1] وقابلة للاشتفاق عل (1,3) 
77ك/101001 
 .:‏ هي دالة مقابلة للدالة /ر على [1,3] 


مثال | أثبت أن الدالة 2 ذو ة - () , #بحذ # :ما نقتي دالة مقابلة للدالة 2 05»© ح (2)/ 


8-8 تر ء ثم أوجد »دك 2 605 مل 


-ح (2) / هي دالة مستمرة وقابلة للاشتقاق على /١‏ 
511 - (2«)م أيضاً مستمرة وقابلة للاشتقاق على */ 
> 00521 -(2) ره 005 ح (عن) 2 
:- ()5 هي دالة مقابلة للدالة (6) / 
7 
ذ[00”] د عام فر ١‏ 
221 ذه > ] - :دك 23 5مك 2ل ١‏ 
1 10 
00( 51112 2 3 3 51112 2 3 
1 100007 
00 -- -1[ه - - 
2 
1 1 
1 > 
1 


2 





20 ل ا" 7) 





فيما يلي جدول مساعد يبين الدالة م والدالة المقابلة لها '/ 


ل 0 0 ا ل إن 6ن 101469 


الدالة المقابلة لها ()”1 الدالة (2<) كر 
اا #ه ‏ ا 
1+1 12 


17-1 اده 
1 +11 
0 
1 +11 1 
11" [ وم ر 2-1 2 , (#ثير .“08*2[7/] 


11+ 1 


( +02 )5م» 3 5 (6 + 136ه5111)0 
0 
(ط + عده 0 (ط + :05)02»© 
0 
(6 + 00 ( + عه ) 25عع5 
0 
(5 + 0102© 5 ( + نجه )تعى 
0 
0 
0 


مجموعة الدوال المقابلة لأية دالة / كما في الجدول هي ') + 7 احيث ,16عدد ثابت حقيقي. 





4# 1 
مثال أوجد ‏ 01 2 56645 م 


1 


كنات 1 

4 م 2 4 

6[ 0112 ] ع ينل عر كععد مل 
(132)0 - )هما 3 


- 1-0 1 











20 20 00 
مثال أوجد دل عد كعىء ل[ 
4 


1 
[«2أمء -] ع يدك عد كعى ور[ 
4 
1 1 
( 2م 6  0062-‏ - 
1 - 1 +0 - 


8 | دم 8 | اح 





أوجد عدا د طها بدعءكيم/ 


ل 7 
3 5 9 
6[ 562 ]| ع 02 :1 ها دعء؟ ٍ 


11 
0 56 ا - 


- 2-1-1 





1 5 3 
فنشالة جد 4 35 إل 


4 5 
7[-] - ينك 7 را 





وذلك بأضافة ( 1 ) الى الاس والتقسيم 0 
0 4 ا 
اد 
7 2 
خواص التكامل المحدد 


أولاً: 
2-١‏ دالة مستمرة على [8,©] فإذا كانت 


[ط,ه] ع <” , 0 - رع)/ فإن 0 ح ا 1 

















0 ا 7) 


امثلة 
061 يرك رون 0 دنيم 0 )م0 


3 
[2,3-] © 2« لا, 0 < 3 ع (2)/ لأن 0 < 02 3 ]| )م5 
5 


3 
[2,3] © < ,0 < (1 + <2«) ع (2), لأن 0 < 02 (1 + 2) ا )26 


" - ل#ايدالة مستهرة على [8,©] فإذا كانت 


[ط,4] ع 2ل , 0 > («) /ر فإن 0 > :2045 1 
امثلة 


[1,2] ع عدلا,0 > 2- ح 6)ر لأن 0 > مك (2 - ) ]ل[ (0 


1 
[1-,2-] ع ,0 > 2« ح- (22) ]/ لأن 0 > :دك 1 ١‏ )0 
ّّ 


ثانياً : # دالة مستمرة على [5,©] , © عدداً حقيقياهثابتاً : 


قدت ر/”]ء - جه مت)]. 0 
مثال إذا كانت 8 - 032 (2) 1 فأوجد 2 (2) /ر 5 1 
ع 8 5 
0 ح (5)8 - 2(032) / |5 ح 2ه( / |5 ح 03() / 5 / 


ثالثاً : إذا كانت الدالتان ع«/ ,وم مستمرتين على الفترة  [‏ ,©] فإن: 
دف ع[ ي] + حقاير1 1 حتهرر + 1ل )با 
ويمكن تطبيق هذه الخاصية على مجموع أي عدد محدد من الدوال المستمرة على [2 ,0] 
مثال إذا كانت 17 - 2(02) 2 1 15 -2(012) را 1 أوجد كلآ من 
حك ((20) و] - 080 ) 1 (2 دك (00 رت + (20)/) 1 1 


3 3 3 
1 / 522000000000 / 522225 / 00525 


- 15 +7 
- 2 


20 ا 1 7) 





2) ع1 7[ - 00 1 أ] دنه (0ير - تار ] (2 
/واسجحوط اح 
2 - 


إذا كانت 22 + 32:2 ح (2) /[ أوجد :42 (30) / 1 


2 20 + 31:2 1 ح :2(043) / 1 

م ا 

دك عد 7[ 2 + عد0 0 

ا ا 

- 3 [1 + ]22 [7 - ]))2(3 - )1(3[ + ])2(2 - )1(2[ 


- ]8-1[+]4-1[ 
-7+3- 0 


- 


رابعا : إذا كانت ()/ دالة مستمرة على الفترة [8 ,0©] وكانك [طيرم] © © فإن 
0 9 م 
2 زط + 02 2) 1ر[ - 2ه( / ,ل 
اذا يوجد عدد ينتمي لفترة التكامل فان هذا العدذ يجزأإفترات التكامل الى_فترتين وهما من بداية الفترة الى العدد 
المجزيء من ثم من العدد المجزيء الى نهاية الفترة 


57 إذا كانت 8 -عد0 (©*<) ر 1 . 5 - تدك (30) 11 أوجد :01 (م1) 1 


جه( 1 ”] + عهه) 1[ د يهم / ”] 
20 


لتعن || - 0)/ أوجد يدك (20)/ ب2] 


/ دالة مستمرة 0 الفترة [3,4-] ولها قاعدتان همأ 


ي) -ه” 


لأيجاد الحد الفاصل أو المسمى بالعدد المجزيء للفترة نجعل الدالة تساوي صفر ونجد قيمه ‏ فيكون هو العدد 


المجزيء اذا كان ينتمي للفترة > 0 - 2 [ الفترة الأصلية هي [3,4-] تجزأت بالعدد 0 ] 


20 ا 7) 





0 جه (00) نر[ + عه (و) ري[ ح عه 00 / يوذل : 
-_- 1 2-4 + ودزلت] - 

4 20) - ) [3- 2 2 0 2 
ل “مات رقن عي ينهم | 
2:2 جك الك 1231163 كح 


ه8١‏ 1 ح د« 1 +2) _ 5 
إذاكانت ‏ يان - 0م أوجد حك () / ول 


نبحث استمرارية الدالة عند الحد الفاصل وهو 1 - 2 


امن لفان ”درل 


دل > ررل ١‏ .. توخد غاية غند 1 - تعر 
(1)/ - () / بوذا (6 
“. الدالة مستمرة عند 1 - 12 


كذلك الدالة مستمرة على كل من (1 < «:2؟ , (1 > :12 .. الدالة مستمرة على [ 0,5] 


االعاءة 1 1 >2 


5 1 
7 + ع2) / 303 / 0 
1 0 


ده (1 + :2 ) ”] + عن 3 17 - بيك (20) / ,)1 
عر + ] + 3:11 ] - 
7[ + 2 ] + 3][5 - 
[(1 + *(1)) - (5 + 5(2))] + [3]1-0 - 
[930-2+(3)1 تت 

- 3 + 28 - 51 


000 20 20 





خامساً : 
0 - 4 20) 1 ث1 ١‏ 


ا 1 2 3 
اا اةة 


5 حسب الفاعدة 


ويحيدداء 0 
ج20 171 - - جه(م) ]ل مم 


3 2 
اذا كانت فترة ل شي 0 ول - - :320 ول ده 
الكبير تحت رمز التكامل والصغير فوق رمز 0 ل - 





لك ل ل اك ك3 
بالسالب 





تمارين [3 - 4| 
١‏ - احسب كلاً من التكاملات الآتية: 


20 - 38 )رد ] (2 


|2 777 سد - [2)2 تقد - 3[ 22 --يك] - 


ال ا ا ا 
8- 10 --2 - 


(1 +22 + )م )8 


- 1 


)0 + 2102 6 -[2 + 2(2) + سد 2 + ] - 
(1 ++ 2ك) - (2 +4 + ث) - 


20 ا 7) 





دك ده + كير ) أ © 

- ]2 + 257 - ] + 

(200 + شل) - (درة + ليم - 
(5+2) -(18 + تة) 


ا ال ل ل ل ا لت 26000 





على حسب الاشارات 2718-2-2 - 
او يمكن ايجاد النواتج داخل الاقواس من ثم جمع او طرح الناتجين 7 
0005 

302 


5 
2 
2 | |]22- 1| 1 
0 


/ دالة مستمرة 1 [0,2] ولها قاعدتان وذلك لوجود المطلق 
لإيجاد الحد الفاصل نجعل 0 - (2) /ر ونستخرج قيمة 7 


1[ - << دج - 1 ار ج 


لاساو رو ارد 
1 >2 1-1 - هم 


1 <2 1 0-1 لامر ا 0 
1 >2 1 0 يار 


تم | هوق | 


1 - 1| 02 - 101 - (036 + 1 - 14 


١‏ لكا 


١ 
ساد إل بدت 11 17ت ا‎ ١ 





00 20 20 


1 (2 0605© + غ2) ع )6 
2 


2 
اك 
5 5 


|[ )مه من - (5120 لك 0( 0 


الإشارة السالبة في الزاوية تعني ان الزاوية ‏ 0 ده 
-(0 + 60 


0 0 

تقع في الربع الرابع 0 

:. إشارة :517 في الربع الرابع هي سالبة . 1 - ع 8 
8 


ظ 
1 

توويك 1 
8 









نقلب فترة التكامل ونضرب بالإشارة السالبة من ثم نحلل البسط فرق مكعبين وذلك للاختصار مع المقام 
0 (1++2) لكصمير 0 - 

4 0-17 2 

2 م 3 
لي كت 


2 3 
لك 0 
2 3 


عت 
[(معكجة)- ( ميوت )| - 
|[(5+2+2)-(1)9+3+3- 

/4د)- 12 ]- 


5- - [شجك |- - |2- | - 





01 


5 + 2ر4 2123 3 
2550000 )0 


: 3 
نجزىء البسط على المقام ا سم - 


اي ان كل حد من حدود البسط يكون له المقام 1,2 دل (2-:52 + 4 - :و2 )17 - 




















2 ا 7) 








2 -1 3 
38 50 
000 1 


لوميةة ‏ شراس تو عار ا ير 
20-0 


-١‏ أثبت أن ()*/ هي دالة مقابلة للدالة ()”/ حيث 8 + |2 ,0| :/ حيث 
عد +122ه ع زمد)م , «05© +1 - (2)/ 

حيث 8 جد | ,0 | :ثم أحتك مده (ت) مر 6 

لإثبات ان ()/ دالة مقابلة للدالة (2) مر 
١‏ - نثبت أن ”1 دالة مستمرة 
511 دالة مستمرة على ,0 لأنها دالة دائرية مستمرة و 2 دالة مستمرة على 0 لذنها حدوردية. 
“. 2 +4 51132 دالة مستمرة على ,0 لأنها مجموع دالتين مستمرتين 
١‏ - نثبت أن 1 دالة قابلة للاشتقاق 
512 دالة قابلة للأشتقاق على ل 0 و 2 دالة قابلة للاشتقاق على 3 0( 
.. عد + 0زى دالة قابلة للاشتقاق على 0 0( انبا مصسرع اقرخ اولقن لزتعا 


”- نثبت أن (0)/ - (06) ""] 
1 + 205 ع (2) "1 
عدوم .+ ! - 
- 
. () م دالة مقابلة للدالة (20) ر 


3 


د + عهاف] - 0015 م] - نجه(هم) م1 .: 
(0 + 0صمزه) - 2+ مزى) 3 
م وج - 

34-7 


6 


2 ل 7) 





*- أوجد كلا من التكاملات الآتية : 

4 
0( / ) 2 - 2( )2+- 02 

1 

نفتح القوس الثاني مربع حدانية من ثم نوزع القوس الاول على الثاني 

10 + ع2 + 2ن) (0-2] 3 
دل (2 - بريه - شيو - عر + 22+ 3عر ) 17 - 
عرد 00 

24 


- ]2 


0 7 سنك م 5 |20 5 00 5 3 


(-1- -(0-# عتم - 





141 1250-3 135 1-6-8 
غكد د تلنفقد - (25 ) - 32 - (تقط) - رم - 24 - 64 - 
42 |1+ جا '] ذم 
2-1 11 > 1- ح 2ن ا 0 
3 1- > 1 - ا اوار 


1 
2 (1 +2) / 
ا 
يكون التكامل على دالة الأكبر فقط وتهمل دالة الأصغر لأنها ليست ضمن مجال الدالة. 


دروه عم دعو ردم 


0 م77 ع - |00 + 0 
١‏ 


0 


1 د 
2 2 





2 ل 





)1 7 





24-1 3 
01 1 و[ © 


نحلل البسط فرق بين مربعين من ثم نحلل القوس الاول ايضا فرق بين مريعين وذلك للإختصار مع المقام 


7 )22-1( )*>2+1( 5 


1-1 2 
ا 57 
مي 
(1 + 2ج + عر + 5عر) 0ت 
ا 
3 2 4 3 2 
دمي ةي فين ف [ 3 + كد 033 + - 
3 2 4 
8 3 
استعتية وق عدبي به 
(4+2+5+2)-(3+7+5+9+3)- 
3 
قلة _ 265148 _ ىر 243154-32 ي 85 _ و - 127 + 9 51 - 
12 12 12 3 4 


دك "(2 + غدل ) ندل ف[ (0 
9 4 0 
قوزة الذالة !8 0 )2 7 م 1 0 5 
الجذ ( ِّ 0 
ادر “دك [4 + مره + عد) 2 0[ - 


.0 1 3 
عملية توزيع ) عند الضرب تجمع الاسس ) 2 (422 ل عريك د ا - 


نحول الجذور الى دوال اسيه ( 








د 5 
ك4 + شك + 8 
ا 00 
1 [ر/ة + 22 + تعر 2] - 
(0(7)ل/,ة + 2)0(2 + 2,/)0(5) - ( 0003ل + 2)1(2 + 7/0105 2) - 


- )2+2+< 2( - )0( 


76 ا د حت 207 


ا 15 





00 ١ ا‎ 20 





1 - 6 / جد يدك (80) 1 إ] 


نبحث استمرارية الدالة عند 3 - 2 


4 - إذا كانت 


1(/)3( - 2)3(- 6 


ررووسوسسسروة حرم دكت (:23) ذا )2 
جع 
و 6-6525 111113 
وا - را . 


“. توجد غاية عند 3 ع من 
() / وبعرططذ! - (3) / (3 


الدالة مستيرة عد 273 وعد 0 21 ور رفك زنرا 


*. الدالة مستمرة على الفترة [1,4] 1 
1 


0د 3 1-5 


02 مه ]| 012 © ] 


دك (20) 4] + مده (7)6] ح مجه (00) / *] 
أت | _- 
42 ] + 627 - 


- ]6)3( - 6)1([ + ])4(4 - )3(“[ 
- )18-6( + )16- 9(- 12+ 7 - 9 


50 0 < عرب 71 3 
ه - إذا كانت 5 | - م ٠‏ جد 137 (2 
> 0> يريا 212 زنع / اه 


0 -02) 3 - (0)م (1 


ك0 3225). لز[ (2 
و 000002- (2)0 5 2ن لمآ 
وآ - را ". 


(:) / نا - (0) رز 3 


“.الدالة مستمرة عند09) 20391 1١‏ 07 < عر :120 , [0 > 16 :ما 


“. الدالة مستمرة على [1,3-] 0 < عر 0 0 > عد 


3 0 
2 عه رصق | مهم | 1- 





)17 ١ ه‎ 2 20 


00 1 + :01 (2) 1 ح ننه (:2) / 1 
120113 0 
ا ل اك 


[0(7) - 3(3)] + [1(2-) - 0(2) ] - 
2 رو مر 0 


التكامل غير المحدد 


عرفنا في النظربية الأساسية للتكامل إنه إذا كانت / دالة مستمرة على الفترة [4,8©] فإنه توجد دالة مقابلة / 
مستمرة على [9,1] بحيث.أن (0,8) ع :د" , ()] - (2) "17 

“د ح- )م , ه + [75:0]1,3 هي دالة مقابلة للدالة ‏ 23 ع (2) / 

ولكن هل 25 - («)ط دالة مقابلة وخيدة للدالة 22 - (2)"ر ؟ 

وقبل الإجابة على هذا السؤال نتأمل الدوال الآنية: 


1 يرح (ع)رظ, هرج [1,3]: م (1 
+ 2 )ص7 8 ١‏ خ[72:]1,3 (2 
22-2 ح (مر)ىور,ر #8 + [1,3]:و/ (3 
5 ثم د (د)رطر 2ح [1,3]:,/ (4 


إننا نلاحظ أن كلا من هل ,هل ,هلا ,]ا لها صفات ل[ نفسها أي أن اكلا منها 

(©) مستمرة على [1,3] 

(82) قابلة للاشتقاق على (1,3) 

(112) (1,3) ع ٠١"‏ , 22 ع (2) ,ع ح (د) 15 ع (2) و1 -ح (دا) 1 

ويناءاً على ذلك يمكن القول بأن كلا من: جو,جو/ ,ءر/ ,وك دالة مقابلة إلى /ر 

أي أنه توجد أكثر من دالة مقابلة للدالة المستمرة على [3 ,1] والفرق بين أي.دالتين مقابلتين للدالة ثم يساوي 
عدداً ثابتاً لاحظ أن: 

. - 2+ 2 -(1 + تع) - من ,م ج (مد) 1 
6 -(5 - 22) - (1 + 222 ) ع (مردا, 1 - زمدا 1 


ا 0 


ل ل ل ل ل ا ل ا ا ل الث ل ال 
كل منها تكون من الصورة 0 + / حيث © عدداً ثابتاً والفرق بين أي إثنين منها يساوي عددا ثابتا. 








00 ١ ا‎ 20 





تسمى مجموعة الدوال المقابلة التي على الصورة 6 + . بالتكامل غير المحدد للدالة ث/ المستمرة على [8 ,4©] 
ويرمز لها بالرمز 42 (3) '/ |[ إذا كان رمز المتغير 7 كما يمكن كتابة التكامل غير المحدد بالصورة 
© + (2) 17 ح يده (2) ر ل 


مثال أوجد 04 (0) / | لكل مما يأتي : 
1 +2 + 322 ع («)/ (0 


ا 0 - نه () رل 


-_ 
2 +2 + + 000 


6 ا اك 


٠:‏ التكامل غير محدد أي عدم وجود فترة للتكامل 





مر + عر وم» ع («)/ (م 


03 (2-5 + :زوم ) |[ - 02 (2) / ل 





1 
5010 
6" 
1 21211 ©5662 +2 ع (2) / © 


3 (1 82 2 عه5 + عر ) | - ا 


نت 


(4 +22 )مزه ع (2د) /ر (0 


2" 


: : دل (4 + 22 )مذو |[ ح عه( / ل 
3 كف 20 ا 1 
مس و ) + (4 + يزه )وه ضح ح 0 + ((4 + 22 )005 -) 2 - 





مثال جد التكاملات لكل مما يأتي: 
دك (3(5)2 + 22 ) | (ه 
دالة داخل القوس المرفوع الى قوة 3 + 2 - (#)/ 
, المشتقة 2 - (2) / 
بما ان مشتقة الدالة موجودة بجانب الدالة »يب لك را 157 رودار]#كسرس ررة رد 21م )م 





1 3 1 
اذن نهمل المشتقة ونكامل الدالة وذلك بإضافة ند ل 
(1) الى اس الدالة والقسمة على الاس الجديد +2+3(3, 2 - 





0و 


سيد 





2 ا 7) 





4 + ع3) 5(6 +8 + 324) | ١م‏ 


قوس مرفوع إلى قوة فتكون داخل القوس هي (2) ث/ر ونبحث وجود (0)'/ 
5 +82 + 322 ع (م2) ر 
8 +62 ح (2) ' / 
نلاحظ أن القوس الثاني يحتاج ان يضرب ب (2) حتى يساوي المشتقة 


2. 


“. نقسم ونضرب ب (2) 
البسط نوزعه على القوس الثاني أما المقام فيبقى خارج التكامل حر 
5 > ل 121 
دل (4 + ع:5(5)3 + برق + 007 
03 (8 + 5(5)62 + 2ر8 + 01) ]2 - 
()'/ تهمل 
الآن سوف تكامل القوس المرفوع الى القوة وذلك بإضافة (1) إلى الأس والتقسيم على الأس الجديد 


“(5+مرع + 3:2) 
7 
6 + 5(7 + برق + 3,2 ) 2 - 


1 
ع ا 
2 


»دل زوم 3ثطازه | (©2 


»دل ع 5م» 4( طذد ) /[ 
مزه ع (2) / 
05 ع  )2(‏ / 


7 5111 “#2 مذ _ ., 


ا 30006 








00 20 20 





0 2 أعء5 92 طخ ( (0 


»دل عد كعه5 205 طها) ل 
بو كعووات:(ند) "عو درم 2ت :رمت / 
0 عد كعهة5 2(5 2ها) | ٠.‏ 
تهمل 
7 7 
7 0 لكت م ا 032 


سمه 


تكامل الدوال المثلثية التربيعية 


قوانين قو عدرائيسية تفيدنا في تكاملات الدوال المثلثية التربيعية 


1 - 5ع + 5104 (1 
القواعد الذهبية < 4عه5 - 1 + 2 24ج (2 
٠‏ | 77 1ة102ة”57 2 5 


“عو ح 1 + ع 2014 (3 





1( 5111 232 - 2 511123 605 

2( 205 232 - ©2055 2- 5141 

3( 205 22- 2 »05452-1 

4( ©0605 22 - 1- 2 1142 
217 

ح :201143 (5 


بشرط المقام ع 0 








3 1-05 1 
: - عي زه (1 


11-2 2 
2 حاير 











2( 5 





© + 6 طق 002 56عع5 / (1 

ع + 6غ0»© - ع 06 252260 | (2 

10 -6أع6و)| - 0006 “122 | (3 
0 ] -06 56عهعو ]| - 
+ © - 3160) - 


ا 0 








20 20 ل 00 





060 (1 -60د2عى )] -ح 06 9 “أ0 ]| (4 


20 00 
ا ا 0 0 ] - 06 26ع2و ] - 
ا 


6 *عوع ح 1 + 0626» 





© + 6 - ]20 - - 
6 كتنقفة [ - 00 0 تمزه ] (5 
اكد 06 26 وم 2] -206] - 
| 2. 2 2 
ل ل 001اك 1 1 
َ 0 20 605 [2- 00 | - - 


ل 1" 5 5 
6 ل (7518220) 2 - 0 ى 7 


» + 20 مزوة - 26 - 


00 ميت ]| - 06 0556 | (6 
حسب القانوز 
كت 0 26 205 ] + 506] - 
0 1+05 00000 2 2 
. 0 6520 [35 46 ] 2 - 


ا 1 0 : 
6 ل (20 512ب 127 0 - 





1 1 
- 2-0 + 51220 + © 


جد الات قل معاي 


11321و 9 / (1 

- 9 | 51311 

- 9) 0530 ( 01 

+ نرق 205 3- ح- 

301 11د 324 (2 

ا 2000 الزاوية هي 23 مشتقتها هي 327 موجود منها مم2 


ا ل ا إذن نحتاج أن نضرب ونقسم على 3 


3 التااة ال الا نا 00 21 


ا 1 1 


3 ٠ 
- < | زو “عر‎ 35 
3 





ا 1 
1 235 زه 24 3 | < - 
الإ سه 3 


اذن نكامل الدالة الدائرية فقط ونهمل مشتقه الزاوية تيل 





5 1 
عل يروم ح د عد رتدومه عدف ١‏ 


2 2 00 
د00 2232ذزه - 1/1 / (3 





عند تغيير صورة الجذر إلى قوة كسرية تتحول الدالة بالشكل الآتي : 203 (20ك :23 وى - 1 )] 
ولتكاملها يجب توفر مشتقة داخل القوس وهذا غير ممكن. 

إذن يجب التخلص نهائياً من الجذر وذلك بتحويل المقدار داخل الجذر إلى مربع كامل 

“. حسب القاعدة الذهبية نحول (1) إلى ( 0057© + 2« 5127 ) 

وحسب قانون ضعف الزاوية لل ( 23 512 ) نحوله إلى ( 7 05 5123 2 ) 


01 72 05 زد 2 - (2 052ع + ع 512) /, | - 


01 2 2057© + 1 605 26 511 2 - ع1 1/5112 | - 


7 جذر الحد الاخير - جذر الحد الاول ) | 2 2( 5مك - عد طاو) /د /[ 


0+ - 2ل (2 5م - نت رزو) + / 
[02 *5م» | - ع0 د مزه | ]| + 


© + [2 زه - وم - ] ل 
ل ل اا 
ع + (22 زه + 2 05©) + - 


د ع 4نذك | (4 


- [| )5105 (5 2 


1) - 005 22201 


5 0 2 1 1 1 59 
تحليل مريع حدانية 2 (20 6055 2+ :2 2605 2) | - 


01 (جه ومع + 2) 2 + 2 وم 2 - ]| ] 


01 413 0605© + مول + مول 0506© - يرل - 
8 8 2 4 


© + ( عنه زه 3 + مر + ( 26 مزه 2-7 
4ا8 8 21 4 


1 1 0 1 
ره ل رن 2 211 11و 5خ 1 
32 8 4 4 


1 0 3 
ع ل زنك م51 ح- بل ع2 زه - داع جح 
32 4 8 


3 (3 11و + :3 05©) 2(7 05© - دمع ) | (5 


مشتقة داخل الفوس هى 512 +1 2 05© 


8 255 
و لاق - دك (دصذة + 2« ومع) 7( 205 - ع زد) | .. 


غيداء طارق الشمري 7 





د “طهخ+1 > | .6 


ا 


(2 “طق + 1) عر 5 برخ | - 
:03 2 2عه56 51 زج | .. 
7 1 


5 2 طن 
9 0ه ١‏ 
2 13114 2 2 


طريقة أخرى للحل : نجزاً البسط على المقام 


00 لت 1 1 1 


ع1 325 32ج 


7 ا ل 2 
211 
00 1 01 (2063 دعن 3مع) ا[ 
11111110 مسربتسعسى 


03 ع« كعى 1أمك / 


مد دععو دعر “ورج + 1 


























مشتقة 0011 هي 05057 - , نحتاج (1-) اذن نضرب ونقسم على -١(‏ ) 
عد أم» 


+ تحت ح يرول (مرئعي -) :امع  [‏ - 


()'/ تهمل (0) 1 
00532 | (7 
“الدالة المثلثية مرفوعة إلى قوة فردية إذن يجب تجزأتها بالشكل الاتي ‏ 4 2« 0527© 005 / 
حسب القاعدة الذهبية د “0[ة -1 د 55وم0»ح 
10 - 1) 005 | - 


0 (057» ع« كمزو - 2 5ومع) ل 


01 1 5م» «كمذهد [ - دك ع 5مك ل 

















00 0 / 
3 
عي 5- ماو 5 
11 
تم / 8 
1 
جح 2 ارمخ | - 
2 0057 
01 5627 0غ | - 
تهمل (2) '/ 1 
2 1 
م 14411 - 
2 
طريقة ثانية لحل 
1 
3 و7 2 2011 | - 





20 ل 7) 


5111 2 1 5111 2 

000 م , 
605-22 6005 2 605 

03 لزه 35 (2 م | - 01 دوزو ع ة وم / ٍ- 


بوره 2 كك رين ر كك يرون ك2 ريرر 














3 ( ماد -) 005-32 | - 


رك 
1 > 0605© 
4 2 د حدم اد 
ع 2054© 2 2 





0 32 0545© 62 زد | (9 

01 32 0575© (312 205 3 5171 2) | - 
ا ا ل لت كه عند الضرب تجمع الاسس ‏ 02 32 0053© 251237 | - 
مشتقة 31 005 هي 31 5111 3- موجود منها 371 5111 
نحتاج 3- .. نضرب ونقسم على 3- 


0 32 2053© 3 أو 2 ل 7 





»دل 32 0595 32 مزه 3- / عكخورف 
وبع وسوس سم 3 
762 اله ان 


31 4وم» 7 
+ تع فد - 
4 3 





1- 2 
ع دع دومع خدج م6 بعر3 دونع كاده 
6 12 
42 0605© 
الجسم 10 
2-11 0522© / ) 


21 14و -ع21 0545© / ل 
06---222 0605© 


+512 +22 05») (177220وسهي2 ومن )_ 
ري 20 داعلعة دمعااتة اامسعف دمل | - 
(7123[هجسهبي2 ومع)_ 
نعوض في البسط وذلك لتوحيد الزوايا مع 01 (2 زد + 22 005©) | - 
ا 000 03 :23 مأك | + 03 :23 005 | - 


1 0007 
6 1 226 2005 16م 5111 2 ع 





)17 20 20 





11( /( 512“ 32 01 


1 


/ 2-5 6005 6 ( 01 


0513© 0 ح- ع2 51112 . ل 
الا را ظ د :6 005 2 [ - 6دك > ل 


171 1 
© + [ 6 ذه 2-2 - 
2106 2 





ظ 1 1 ا 
0513© حاب ح 1ق 51114 .. 
ك_ 2 0 1 
7 1 01 
12 2 
52 014 | (12 


0 ح ير5 تعى ) |[ - 
دل |[ - ع0 ع5 تعى ل 


1 
عداع 2ه 020001 -- 





73201 نمم | (13 


دل (1 -72 2 ع56) | - 
03 | - 0 572 عهو | - 


1 
- 2 1311 7236-26 + 6 





تمارين | 4 - 4| 
جد التكاملات لكل مما يأتي ضمن مجال الدالة 


ولتبتتارين 








الطريقة الثانية : تحليل القوس مربع حدانية الطريقة الاولى : تحليل البسط إلى فرق بين مريعين 
لك د ا دن 05 [3+(31]1)225-3-(22-3)] 3 
01 | - 2 
0 ست حكت 00 
- 4ر4 / 11 
0 | - 

1 وتيت 02 1 

1 1 م4 7 0 
0 0 ا حشكه 0 ك2 

99 

000 10 7 

| د 10 )) 5 01 3 اا ا[ - 


3 _-4 مولم 2 
+ :و1 25 +12 - - ج عل 12 [ - عه ع4 ( 





20 ا 7) 





لفاس 











01 | (2 
2-5 ات 0 
7 1 
كسما 
0 ا 
1 0 1 
0م تدكل. - 3) 2 | ع - 
مشتقة داخل الفوس هي رك - : نحتاج 125 > نضرب ونقسم على 22 
1 ات 00010 
01 ( 2 5/د -3) 2ع : 0 
0-2 تتا ته 2 
() / (<) ' / تهمل 
052:0 52 -ت) 2 1 _- 
8 1/5 7د 
8 6 8 2- 
0 (#«5/ - 3) سنا («5/ - 3) 11 
عر ومع 
5111 - 1 30 


نجزأ 2 053» إلى 2< “054© 0051© 


6" 0202 ا لاه د 


94 
شماه 1 - قوم ج 1 د عقوم + وشاع -- 
غ2 1-5117 ) 2 05© 
ظ ظ > طايه ا ل 5 


1 جرججحده- ووه ( 512 -1) 
عت ةي و 0052 1 - 


01 (5171 2051 + عزومع) | - 





01 0537© 5123 [ + 03 005 | - 
تهمل(*)' 2 (*0)/ 


0 
. 51117 2 
> 51111 1 4+ 0 


1 32 2:05 “ع5© | (4 


1 
0 206572 جه | - 
2 51117 
ل 6005 1 
وي سه سيا لع ف 1! / 1! - 
51112 5 

















20 ا 7) 





»دك “دامع :عت [/ 
0 


طريقة أخرى 





1 
02 052 حت |[ 
5-11 


01 2 5م 2 > أذ ل 
629 69ظ 
5 1- . 
6 + ومو جع للك دع اخ ب 
511١‏ - 














2 
0 25-14 3) )5 
5-55 32 )ار ا 

مشتقة داخل القوس هي 6# اذن نحتاج ان نضرب ونقسم على 6 
0 4 (5 + 312:5) 6 


0069 
3- 2 
3- 6 
1- 
ل 721 


دل 25 +102 + 22لا | (6 


نحول الدالة تحت الجذر الى قوس مرفوع للتربيع وذلك لعدم وجود دالة اخرى بجانب الجذر فلا نستطيع 
تكله يقاعدة الدالة ومشتقتها 
دل 5(2 + :2) / ]1 - 
01 5 10- 
مشتقة داخل القوس هي (1) وهي موجودة دائماً 


5 
+ 5(5 + 1/2 ل - ا 


3 
0 2 زد |[ (7 

0 32 “5107 زد |[ - 

حسب القاعدة الذهبية الاولى 0 ( 2055© - 1) مزهو |[ - 


(2 515 2< “205 - 2 رزو ) | - 





20 ات 7) 


“د د ماد 2< 2055 [| - 032 2 نزو | - 


مشتقة 0051 هو 2 511 - اذن نحتاج ان نضرب ونقسم على (1-) 


0 (20 مذو -)ءز “وم ] (-) ح ميك عد مزه | 


عر 3 ومع 





3-0 


- 005 17 + 


8١ 1 فد‎ 0 





1 
02 202 -1) ومع 1 1- 
1222 
5 





1 أميهه 8 مس‎ 2 - ١# ٠ 

الزاوية هي 2 ( - 1) مشتقتها هي (1-) 2 (-1) 2 ح ب 
1-2) 2 
"١ ٠.‏ اج 5 1- 6 5 مومه 6م 5 0 

. نضرب ونقسم على سج حتى نوجد مشتقة الزاوية 


0 + 7/1 ومع كد احد 








. 055 مشتقة الزاوية متواجدة‎ ٠. 
نكامل الدالة الدائرية مباشرة سحت اس اس - سمه‎ .. 
- - 2 لحن ل الفييييا ع + 2ح 1/1 وزو‎ 


- 3224) | (9 
نفك القوس مربع حدانية 
دل (1 + 622 + 9:4 ) | - 
3 5 
و + 2 7 كه - 
3 5 
م + راج 3ر2 + كيو ا 


01 مس | (10 


6 1)ءت.ا 
7 للستت | ) 


5 

1 1 

11 
01 لد عححدة|ر 

4ع 

- ا 
جه 2(عداد - 1) 4د + عد ل 


كآ 2- 
عند الضرب تجمع الاسس ‏ «0 ( 2 -1) 0 


20 ا 7) 





1 


01 :2 _- 1( ددا 


ووو لك 0 دعوو 5 1 
1 


يك يي - 1 
02 ( 2 -1) وت ا 
حدس سند ضتك وونس 


1 ( 1 )3( 


+ “2 -1)ا 2-1 


2 





7 5م + 1) | (11 
(3 2055 + :32 005 2 + 1) | - 
دك [6:0 5مء 2 + حَّ ) + :و3ومه 2 + 1] | 2 
6 + [ 626 5110 ع) خ + عر + [3 مزه )2 + - 
6] 2 2 3 
ع + موك وزو ل ل مر + 6و3 ورزوة بج عر - 
قلس 3 


6 ل 6 ورزه ل + رزو 2 + 3 2 
12 3 2 
1 42 “عه | (12 


6 + ع4 ور 2 - 
4 
22 5264© | (13 
© + 0122© د مكحام 2ك 01 -) 2 - 
8121 212 ]| (14 


0 - 2ق 2عه56) | - 
دل | -02 82 عع | - 
1 

ع لداع - 13181 ا 
]0» /ه 
لبت | (15 

2 1-054 
1 1ه 1 1ه 
21 51117 0 


1١/00 27 01‏ توح 


51115 
1 
دك 2:02 6أمع) 22 دعو | - 
مشتقة داخل القوس هي 22 2505 2- اذن نضرب ونقسم على 2- 








حسب القاعدة الذهبية الاولى 01 








غيداء طارق الشمري 27 


1 - 
2 (01623©) 7 05022 2- ا _ 


() 1 ( 1 
3 
0212 1- 
1 2 
2 
3 1 3 2 1- 
ع + 22(35 0016) 3 دم عد 3 رعر2ؤوع) اح كس 





تي 3 الك 7ك 


16( | 6055221 


:د [ نه 005 2+ ) ل[ 
ود 


جه نه دم ل [ +عرة 2 ] 


© + ( متك ذه 2 2+ - 
م 2 
رو ع اك 

2 8 


1 82 “زه ]| (17 


0 ( :16 6005 2-2) ل[ 


21 16 2005© / ا / 


© + ( :د16 ذه 0-22 جح 
6 2 


3 
1 
2 





12000 
ع دع 511116 حةه 


0 32 0534© | (18 
ا ل | كك 


/ 86 0 - 60055 6 01 


“ده [ 6ذ6 0052 + يرم ومع 2+ ) 1 
4 0 





ده |[ وم + )ل بهو وى + ذا 7 
وه 9 271 وعر 10 


01 ا 0 ا ا اي -_ 
8 8 2 4 





6 + [: 12 ذه 6 + يرح + [ع6 زه 2) 2 بوش - 
2 8 8 6] 2 4 


6 + ع2 12 وزو كج عر ل ل يوم ورزو لغ + عر ل - 
926 8 122 4 

6 + 1216 وذو حش + عز6 ورزو اخ ل عر ل - 

8 122 926 


2 ل "5 7) 


اللوغارتم الطبيعي 


درسنا دوالاً مألوفة نوعاً ماء فكثيرات الحدود والدوال النسبية وغيرها من الدوال الجبرية تنتج عن عمليات مألوفة 





في الحساب والجبر ويمكن مطابقة قيم الدوال المثلثية بإحداثيات نقط على دائرة الواحدة؛ أما الآن فندرس دالة 
اللوغارتم الطبيعي التي تعتمد على حساب التفاضل والتكامل حتى في تعريفها. 
تعريف : يعرف لوغارتم « الطبيعي ١‏ ويرمز له ب (2< 172) بأنه : 


1 
11116 - / 0 04127 70-055-5 
1 








يمثل هذا ؛التكامل لكل * أكبر من 1/المساحة المحدودة من الأعلى بالمنحني 7 - 7[ ومن الأسفل بالمحور 
© ومن اليسار بالمستقيم 1 -.8 ومن اليمين بالمستقيم 7 - غ 
أي إذا كان 1 -8 تطابق الحدانالأيمن والايسر للمساحة وأصبحت المساحة صفرا . 

(0-/ا) 0 <عك + - 1:1 
أما إذا كانت # أصغر من 1 وأكبر من الصفر فعندئذ يكؤن الحدهالأيسر هو المستقيم + ح + » والحد الأيمن هو 
1 -ع وفي هذه الحالة يكون التكامل : 

4 1 - 46 2 [] - عدا 

مساوياً للقيمة السالبة للمساحة تحت المنحني بين و 1 
وفي كل الحالات ٠‏ عدداً مركباً موجبأ . فإنه يمكن حساب قيمة التكامل المحدد في المعادلة (1) إلى أي عدد 
نرغب فيه من الأرقام العشرية كما مر بنا في حساب المساحة تحت المنحني بالتقريب.: 
وبما أن الدالة 2« +77 - ()/ معرفة بالتكامل 

0 < عر 9 - 17 - 6 م 
فإنه من المبرهنة الأساسية لحساب التكامل نعلم أن : - ح- (2) "1 
أي أن - (:: 1) > 
كما يمكننا الحصول على صيغة أعم عندما يكون لدينا +81722 حيث 11 دالة موجبة قابلة للاشتقاقّ تالنسبة ل 2 
فقاعدة السلسلة للمشتقات ( 12:16 170112©) تعطينا 

لكك تتاف 


ل ح (ن 07 


01 -- (لة +0111 بك 1ل 050 











غيداء طارق الشمري 2 7 


إذا كان (4 + 324) +11 - 37 فأوجد 2 
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0 -- 61 
01 0 ) 
5 62 
02 32244 








01 
أمثشلة | جد 22 لكل مما يأتي 
6و" 
(5[13 2< ) 17 ع 7( (1 
( مشتقة حاصل ضرب دالتين ) [(1) عحسة5 + ع 005 2 | اك كك الاو . 
: 251113 01 
+2 236005 _ 017 
25111 0 0101 


رةه 

( أشتقاق ضمني ) بود+ [ 2 - [( رج م) 2 
م : 0 26007 

017 _ٍ 

حت 7 26 

017 _ 

27 ا 0127 


011 52 





مثال ْ 00 | 
1+5126 


008 0 - 22 جب 6 مزه + 1 ح 1 .. 





7 ا ا ا ا ل 0 + إن 1 64 لك مشس حلت ]| 
5 1 1-06 





:. تكاملها سيكون © + |المقام| 7] ع + |56 + 1م17 - 





20 ا 7) 





أمثلة جد التكاملات لكل مما يأتي: 
00 ش د 4 
2 حك دل 10 


ار ل 0 








ا 7 2-- 

2م 2 

17[ 2 + >2| 11 ]| ل 

[[2 + 1102 م1 - 2 + 402)| م ]1‏ - 

- 2 ]1018- 123[ 

225211111101101060101010101 ل بن | ل - 

0 ا ا كك اك سن 020 ام 
1 

6 7 1ح 
2 


0 تقد 1 (2 


يمكن كتابة الدالة بالصيغة الاتية ده( ) ] - 
96 
الدالة هى 2 170 مشتقتها هى ّ ل ا ا لشف 
سي لس سد 
1 
01 6 1 ]| - 
لعا -_ 
تهمل(<)'ر (*0/ 
1711 | 


ات 
2 


1+7 2 


رك مسلط ] (3 


نجزأ البسط على المقام ‏ 4# |( ح ) ما + ح | [ 


عه ( )م [ +عه + | 








00 00 / 
6 ل مق + || مم7 7 


3 
© + يي 2 ع -- 
60 مر 








00 20 20 





21 
4 روح ل (5 
بورك سح وو اد ميك 5 نح 
13 1 
01 / 


5212+1 ب 


+ |1 + 5222| 1ح - 


دالة اللوغارتم الطبيعي 





لتكن 1117 ع 3 

لو أبدلنا “د, في مجموعة الأزواج المرتبة ( 0 < د , 120 - 7 : (37,#) ) 
لحصنا على دالة نرمز لها ( .6 2 , 0 <7 ) , (7) 17:14 ح ير 
ويكون مجال (4)17 11 هو مدى (3) 111 


نتيجة : الدالة الأساسية *© (أساس ع) هي عكس دالة اللوغارتيم الطبيعي وتستنتج جميع خواصها من هذه 





البرهان : لتكن ّ0ُ ح- 7ق 
01 

جح تت .,). ح- | مسد -_-_- ُ. 

5 1 7 -ح نر 
اذى - 01 
01 
2 “دمو -- 017 
موعت 035 ا 560 0 

مشدفه 6 2 0 86 مشدقهك الاس 2 








1050 الدالة 





00 20 20 





21 + شير 


6 ح 7 (1 


و2 دكعرىم - 017 ( 
اتويوت 2 









*© +512 ح 7[ (2 


5 007 
مشتقة حاصل ضرب دالتين ‏ 6052 *م + (6*)1 م1ه - 1 


“عع ومح ل 3ص عرمزه - 
(052© +2 510) *م - 


1 111 3م -:و(3 


مشتقة حاصل ضرب دالتين ‏ (6©3*)1 1/ + 6 0 2 


1 
آم 1 + +م اح - 


( 11 د 6 +م - 
11+ ةق تر 4 


2 4 
و ا 0 


تاك تو (مرومن + :و2) د ١‏ 


! 7 01 
ان 25 - روع) 1 


ل ا ا ل ل ل يات | 


527 - لخ كلس لل ل ا ل ا 020 0 3 ان ع كينا 


- في حالة لكا ل 2 30020 إيجادها من ثم نهمل ١‏ لمشتقة و نكامل. 














غيداء طارق الشمري 7 


5 2 
مثال جد عل *26 [/ 
2 عِ 
الدالة هي 7 مشتقة الاس هي 21 “. نحتاج 2 نضرب ونقسم على 2 


01 د 1 - 


01 (2+5) "7ج | (1 


245 8 
6 يحذف ال ( 772 ) وبالعكس بوي (15) الير] - 
دل (5 + 22) | - 


3 
ا 





4 
ثمر 7*» | (2 
الدالة 5000 مشتقة الأس هي 113 - نحتاج 4 »> نضرب ونقسم على 4 


3 6 )42:3( 





مشتقة الدالة الدالة 
4 1 
6 ل 5-06 


6و" 


6 
ل 2ع + م) 1 30 
ف لمت اي السد مول 2-(3 م + م) 3م ] - 

نبحث مشتقة داخل القوس ح» *© - (1)* + (1)0م - (*ه + 6) 5 
دل > (* م + م) 2ع [ .. 





() / 1 
كت ردهد 
+6 +دم 1- 
مدل تام 5 ] (4 
2 
) ح عد © - اماع 
0 > ع1 3 م 





2 0 2 
01 *م | + عه بيع / ح عرق ادا م / 
0 8 و 


00 20 20 





01 62 1 3 كك 1 تلل0 ندا 


6ه ]حدروة] وت 


[0م- 2م] + [2م-ال0م]|- 


2-1م+24م + 1 - 








ممت 
(2)62-131 - 
6 
0 جر ] (5 
ارو 
0 عات 
الدالة ىه 2 مشتقة إلا 1 1 
هي 6©7 » س هي ل 01 
ْ 1 
2 نحتاج ان نضرب ونقسم على 2 
اكه 
01 7 ل 





تعريف : إذا كان © عدداً موجباً » فإن 1376 لآم - 11م 


الدالة الاسية للاساس © 


ل ا ا ال ا ل ا ا 0 








م 4 _ 100 


0 02 
' 4 0 11 لآىمى ‏ 
(0 111 4ه) 2 م - 
01 نل 
0 الام - 





01 01 


غيداء طارق الشمري 00 


ملاحظة: مشتقة الدالة الأسية للأساس © هي - الدالة نفسها ا مشتقة الأس * (الأساس) 





22-5 حر )0 


ج20 032 
3 (2)2 تبح 


تلع م مه ال ا 
و 2 ع بز رم 
026 رك لم 
2 (2-) >3 2 00 
“2 (702 2-) - 
لم دن 60 


2 2 1 


تداعو رك وت 


ملاحظة : يمكن تحويل 07 إلى 174 "6 ونتبع قواعد الاشتقاق والتكامل لل (6) 





ار ب د و كت را يك دويق دن رم 
0[2] (1+:32) م 5 


1 


)2 1 3 2آ[0] (3+1)م 01 
01 


من ثم نعيده إلى الصيغة 07 
ار ا اك 





01 ا 
-١‏ حد لت لكل مما ياتى 
يو 1 ها ب 


+1 -ح 7 (0 


1 __ 017 1 __ 017 
6ك 2ل 








20 ل 7) 


2 


2) ا - بر زم 
يمكن كتابة الدالة بالشكل الاتي - (* ح) 2/ - / 
: - 2 ب (3) لب - اه 

(12)2 ع تبره 


2 - له 1 02 
حم ج 0420 وي - يرو 





“11:6 ) ع بز (0 
حسب قاعدة مشتقة قوس مرفوع إلى قوة 
1 0 
00 ع (1) 2 - 0 
- 01 _ 017 
26 6ك 

3 

1 

)م ح 37 (© 


0 


017 1 5 
0 


3- _ 7ر0 83- _ 07 








2 01 4 يرل 
(052© -2 )111 ع 3 زر 
7 1 017 
الف مك -) ١‏ 2-051 270ل 
ل 00 01 


011 2-005 


- 52-5 


9( [7 < © 


(3 1 10-) 5+ندة+ 52:7 7 - 


0005م (3 53 102-) 2 


0 


) 17 





؟ - جد التكاملات الآتية : 





عأ 1+ 01 
+74 ح بو 
1 
11001 
1 52 
كك عرحنة ١‏ ) +74 لت 
50069 : 0 
تج كير ح بز ( 
كص (6*)2 + (1) ير 2 
7 ع2 بل 2 
(2 + 2) +ع - 
1 3 


مشتقة المقام هي (1) موجودة في البسط 


11+ 10س - |1 + 3غ > 1|[8 + عام ] - عد ب 
0771-0 1 4[ ج- 
0 - 4 ج 


سو وحمت ورا كام رمع 


22 د ب ,م 


© و بتر 0 
1 المقام هي 21 موجودة في البسط 
ا , 0 2 4م . 
916 + “| ما] ح :دك 29 / | 
|9 + 7+1)0(2 - رو + 402)م7 - 
|1219 - |9 + 7116 - 








20 ل 7) 


|19] - 2125 جح 
051 
2002 


- 2 - 0 
3 3 


م جد ]م 5 


يجب تواجد مشتقة الأس وهي 2 .. نضرب ونقسم على 2 


41 2 2 و1 7- 
)مر ممم 
1 1 
م يت عات 
00 اليك 52 ِ- 
8 - (2016 ج [9 - 25] 2 - [52-32] 2 - 
4 *-ه “107 (4 


مشتقة الأس هي (1-) .. نضرب ونقسم على 1- 
عه 67# - "0 - 
00 0 / 
1 - 0م ]6ج 55 12ج | - 012 ] - 


1 -024فج] ‏ 
اوبتك ]نس بس 


| 5 


0 3م 94ج ل 1 )6 


مشتقة داخل القوس هي *© 
*م (2*م + 11 - 








انار ب انار 
*(0ج+1)  )1+ 0١3‏ 1 6*3 +1) ع _ 
ا ل دا 
1+11) 1+6(5) _ 
مرح يه 


3 3 3 


3-8(ع1+6) 8 1+6(5) _ 


2 ا 7) 





31:24 


4+1+ هر 1-0 1 


مشتقة المقام هي 4 + 3275 موجودة في البسط 


1 3 _- 4ل 312 
116+ :كه + | ] - ل سحب 0 


|1 + (4)0 + 2|)0(3 - |1 + (4)1 + 711)1(35 - 
|1ه] - |06 جح 
6 - 0 - |26 - 


6 4 
07 ع2 1ل (9 
ل 92 
320 >©9 7 
مشتقة الأس هي 2 ( تهمل ) 


(31-ه6)م جدم- 2م جه 1م 4لاما جه 131لا ]| د 


ا 


م2 


8 [| 83 


8) 


ا 


مشتقة المقام هي « 5607 موجودة في البسط .. تهمل 


1 
4 


[ |ءدصها + 212 ]| - 


ضع 0 + 2 9 3 أ 0 + 2 7 - 

لك ا ا 7212-11 - |1 + 22 - 
11 - |23 - 

3 ح- 0 - |13 - 








01 2 05)©) م 9 


و" 0/001 5 


[- 
01 0532© 2 ([ك) ِ 





مشتقة داخل القوس هي 72 005 .. تهمل 
1 
0 

2 


8 0 )5122( 


1 
2 


7 )مزه | - ح) دذها 0-5-5 3 5111 51 |2 - 


مها 
نح 





2 ١؛‏ 7) 
1 1 
(2-726/2-1/-2 - (ي - )2 - | خ - 21/1 - 
دل 52 ثأق | (ر 


52 0015 52 6مك | - 
الاش ...عمسم 


0 5 أ0» | - عد0 < 25025 :52 غ206 | - 








مشتقة 516 001 هي 5 0505 5- .. نضرب ونقسم على 5- 


0 برل 22235 5  [‏ - يرل (مر5 عي 5-) :51 خم [ 2 - 
51115 5 5 
0 2 1 


6 + اعد5 171515 - خ--خظل مد - 








1 
ع + إعر5 وام ل عرو 2هوع ل _ - 
5 10 


1 
تح 6053© مم 2 
51113201 © 2ل 1 
مشتقة الأس هي 511 - .. نضرب ونقسم على 1- 


1 
تاد -) 05ج 2) ا د 


1 +113 دم د (,1 


بو "7 الاجر بر تت 
7*] - عن و[ - عه (ح) أل - 


2-1-1 - 
ّم ع 1 12 
3) أثبت أن 2 - د01 و م 
2- 1 1 و 
ل 10 > 1 ح- 01 كت عير ح 1.5[ .ا 
6" 


م ار . - ع 1 0-6 .و 1 





20 ا 7) 


مم | نم 


01 م 6 - 


4 0 0 1 3 


1 )( 1 ( 


[ ع إاف تبه 


- 27/)2-1(3 - ,/)1- 1(3 | - 2]0/1 - 1/0 [ - 2)1( - 2 - 5 


دوا ل 2 


مم أه | دن 








0 - 482 |6 -38| ب ] (ط 


0 |6 -ع32| 0 010 


2 < 2 
9 0 0 
4 2 2 < عر 6 -ع3 
4 وه - 2 | 1 - 6 )2 / 2 3 ع |6 - عر3| 
59 92 2 > ع1 2 


4 2 4 
02 (6 -31) | +عدمة- 6 / ح يدل |6 -32]| / 
2 3 


ده -22 ]+ نيه -ية] - 
(6)2 عع - |60 تيد )| [ثلساد عة - رو ىم) - رخ (6)2)] - 


- ])12-6(-)-12-6([ + ])24- 24( - )6- 12([ 
- ])6 + 18[ + ]0 + 6[ 
- 30(-<- 5 

5[ .2 ح 5 .ل] ..[ .. 


4) (2)/ دالة مستمرة على الفترة [2,6-] فإذا كان 6 ح 26 (0<) /ر 1 وكان 
2 - 402[ 3 + 20)] ],"[ فجد :ده (2)] "| 


342 + )ىل ”] + :ه(3 + 2)0) ,ذ[ -:2ه[3 + 60 ر] ]ا 
وامسافة ريه لتروروكة زوفت اله 


30 6 + :01 (1) ا + 301 عدا + 01 (10) 55 - 3701 + 016] 


0 ل 27 00 





5[ ] + 6 + و32[1 ] + كه (عد) ر مجحو 
[6+3]6-1+ [(2-) -3]1 + مك (0)/ ,"] - 32 
5 + 6+ 9+ جنك (0) /,] - 32 

0 + يدك (0) /,] - 32 

[1 )2(4: - 32-0 

2 - :ج4() ,]| 


5) جد قيمة اع .م إإذا علمت أن : 20 5©6©2 1 2 - عه (2+ ع) ]1 


6 1ل 2 - يدك ( 2 + عر 1 











2 

[0 -1 1-2 كه 
2 

70 الكت 

2 

02+0 


:3-05-6020 
2-0 عن )رق دم) 
3ك رن فر سكن )نيبا 12 23:52 كان كن -5 د نان 





1 2ك نات رك ندر 
“. فترة التكامل هي [1,2] 


6( لتكن +2 + 6 ع (#2)/م حيث #/ ع . دالة نهايتها الصغرى تساوي (5-) جد 6دك (0د) مر | 
للدالة نهاية صغرى >> 0 - (32)"/ 

2 + 2 ع  )2(‏ /ر 

1- --« جه 2 -ح م2 جح () ح- 22 ل 22 
. نقطة النهاية ١‏ لصغرى هي (5-,1-) 
(5-,1-) 3 للدالة ... تتحقق المعادلة 

8 + ع2 + 26ج ع (عت) /ر 

# +(1-)2 + 1(2-) ح 5 

ع + 2 -] ح اط 

+ 1 جح ط- 


0 ا 7) 





4- ح ع جه 1 + 5- ح / 
ا وح 0 
كط فم 5 


لك 1(4) + د - 5 اه 0 - 


- )0+9-12-)2+1-4( 


-_ 

3 
0 
< 3 3 


- 6 


0 


67 إذا كان للقنحني 1 +3(3.4 -#2) - (#)م نقطة أنقلاب (8,©) جد القيمة العددية للمقدار 
7 / 0 
دك 00 "1 لكل عق 0 و 1 


ا ا اك 


/' 0( - 3 )2 - 17 

/  )*2( - 6 )<- 3( 

3 -ع« ج00 - 3-جعرج 6 ج [0 - (3 -2) 6] 

اك ارو رك اررق ع ل ل رار 
2 

. 00-5 000-1 

204 "7 15[ موك (00) “/ 1 

2ه (3 -2) 6 7[ -عرك 3(2 -6) 3 7( - 


يمكن تكامل الدالتين وفق قاعدة الدالة ومشتقتها : 0 
30 - 2) ,[6 -<0 (9 +62 - 24) ,[3- 


ا ل ل ل 





[-6]2- 1 و +2 - 2 ]3 - 





[(3)0- م 0- لد )|6 - |90 +3)0(2 - 0 - [(901 لك ص 5- 


[0-(6]2-9-[0-(3])7-3+9- 
6 - 27 + 19 - (ك) 6 -26 8 


20 ا 7) 





مساحة المنطقة المستوية المحددة بمنحنى ومحور السينات 


لتكن (03/ ح 17 دالة مستمرة على الفترة [8,©] ولتكن 4 مساحة المنطقة التي يحدها منحني الدالة ومحور 
السيئنات والمستقيمين 5 - 232 , 0 - 2 
إذا كانت 70<(نح) ثرا فإن مساحة 4 تساوي : يدك (2) / 17 - 4/ 


إذا كانت 0 > (#) ث/ فإن مساحة 4 تساوئ : 02 )77 - 4 





يها 


وعندما يقطع منحني الدالة ()/ ح 37 محور السينات في 7 8:22 - 2 نتبع الخطوات الآتية: 
خطوات إيجاد المساحة عندما / تمتلك قيم موجبة وقيم سالبة على الفتيةا [8 ,0] 

١‏ - نجد النقاط عندما 0 - (2) /ر 

]4, 8[ نستخدم قيم  التي تجعل 0 - ث/ كموقع على [5 ,4] لتحصل على فترالظجزئية من‎ - ١ 
نجري عملية التكامل على كل فترة جزئية.‎ -* 


4 - نجمع القيم المطلقة للتكاملات في الخطوة (3). 


جد مساحة المنطقة المحددة بمنحني الدالة 4# - 23 - (8)/ ومحور_السينات على الفترة 
2 سك 


الخطوة الأولى : نستخرج قيم < من الدالة وذلك بجعل 0 - (2) / 
10د 
0 ع (ر4 - كع)ر 
عدرخ يو 2 ع يوار 
عر رحن رك د وت نوه ع ورحون كد د كروي و0 هرت ثم 





20 ا 65 00 


الخطوة الثانية : إيجاد فترات التكامل وهي [0,2 ],[2,0-] 





0 0 
2 00 كت ]| - بو (4 - 5عن) 8 00-0 


-0- )35-8(- -)4-8( - 4 





و2 كد - | شه - حك | - مرك (مية - تيمم ذل - وك 
4--0-4-8-(35-8) - 
الخطوة الرابعة: جمع القيم المطلقة للتكاملات ايلا + |ربكم| >4 
111 8 ح 4 + 4 ع |4-]| + |4|] - 


جد مساحة المنطقة التي يحدها مخطط الدالة! 25 ح 7[ 'ومحور السينات والمستقيمان 


3خ2 . 2-21 
نجد الفترة من المستقيمان ح-> فترة السؤال هي [1,3] 


0 > (2) / 
[1,3] »© 0 دع ج 0 ح 2عر 


“. لايوجد تجزئة لفترة التكامل 





2 77 0 3 2 
ل 8 ح سدح بالا لسدال #[ للك] ح 120 | ده صمم ١‏ 0 
9 3 . 1 


جد المساحة المحددة بمنحني الدالة 2 + 32:2 - 23 - (2) / ومحوز السينات 


يحوت ع وو د دخو ل رحو 0 
مح 22 
0 > (1 -ع)(2 - ع) عر 


حوور لوحو حو حر بورح حوور أتب0حووات 





20 ا 7) 


“. فترات التكامل هي [0,1[,]1,2] 


كك 20 
و لضت 2-4 | - به 20 + دين د 


لم ادا 


2 2 4 
/ د ح مدل (2 + 4عر3 - 3م 3 47 


- ج-0 - (تجكبج) - (م+ه-كن) - مج م ل] - 


110 2د م +|لا ح إي4]| + |4] - 4 


جد مُساحة"المنطقة المحددة,بالمنحني 1 - 22 - (#)/ ومحور السينات وعلى الفترة [2,3-] 
عدن طم لقن طم رك رسدد رو لسينات 
0 شتير راكب كوك اكديورك: ورور 
ممح ]هوت حدودوانا 
[2,3-] ع 1- -2 أو 
”. فترة التكامل تتجزأ إلى الفترات 

اخ 8 م كك كم لكركم 
(+ش) - (دجظ) - ير[ ج] مه (د- ممب] - يم 
200 2 0 

35 3 35 


( + خت) - (-خ) - يأإه- ن] مه ود مم بل - يم 


4 2 2- 
٠‏ 7ه م اه 
(2-1)-(22-3) - ل - :01 واسح قي ا 


2 5-0 
تكح ا ف نصح نكر (امسسر م هد 
اوكا + ايها + |,4| - 4 


تنس جو - فك - نك + مج - || + || +|+| - 


جد مساحة المنطقة المحددة بمنحني الدالة * 511 - 7[ ومحور السينات وعلى الفترة 4 2 


5 .هه 00 5 5 -- 
نجد نقاط التقاطع مع محور السينات وعلى الفترة | , كل | 
ل در د 


الزوايا التي تجعل 0 - 2 :511 هي الزوايا الزوجية من دائرة الوحدة وفي هذا السؤال اخذنا القيم 
الموجبة والسالبة للزوايا وذلك لأن فترة السؤال من السالب الى الموجب 








20 ا 7) 





اذا كانت قيم + هي بداية الفترة او نهايتها فتكون تنتمي للفترة لكن لا تجزأها اما اذا كانت خارج . 
الفترة فهي لاتنتمي للفترة ولاتجزأها فقط في حالة اذا كانت داخل الفترة فهي تجزأ الفترة 





. فترات التكامل هي [,0] ,]0ك | 
05-1 - (ح) وم + (5)0م - ح م" [عروم» -] ح عل زه 0 41 
2 2 
2 - 1 + 1 ع (05)0»© + (1 )205 - - 2[7 205 -] - 013 51121 0 م 
7 و كت رض ركم 5 :| رهم كه )| يفم 45 


جد مساحة المنطقة المحددة بمنحني الدالة «05© ح- 3 وَمُحور السينات وعلى الفترة [70 , 72 -] 


1 1 ان جار 
ت و حا: ‏ احاق باحتترء دج 5ت 0920© 
2 2 0ن 





تجزأ ل 000 
تجزأ [72,7 -] ع 3 - 
|27 -] #6 3 < ع 
|27 -] #6 0 07 


« قات تعدل هي [«.5].[ 5 ] [جت,ه- | 


(7 -512 - 3 ( 0 - 5 مأة] - 2< 2 5ه 2 | ع رك 


1 
1 - 1+0 - لو + 2 ررزو - - 
2 - 1+1 - 2-) مزه - مزه حودة ويه | حفيه 0523© م م حت و4 
2 2 
1- - 1 - 0 - دوزو - مر مزو - ”7[+ مزأ5]| - 0 2 5وم» 1 ح- و4 
2 2 


اوك| + |42 | + |,4| - 4 
1 4 - 1 + 2 + 1 ع |1-] + |12 +1-] - 





20 ا 6.1 7) 





مساحة المنطقة المحددة بمنحنيين 


سبق وأن درسنا كيفية إيجاد المساحة بين منحني دالة ومحور السينات ومستقيمين والآن سندرس كيفية إيجاد 
مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيين: 
لتكن (#2) ,()9_دالتين مستمرتين على الفترة [8,©] فإن مساحة المنطقة 4 المحصورة بين المنحنيين 
نجدها كما يأتي : 
-١‏ إذا كاكج(ة) و< (*) / في الفترة [ط ,ه] فالمساحة 4 هي 4 [(2) و - ()/] 7] - 
؟- إذا كانت «(تم)و >ي )رفي الفترة [طه] فالمساحة 4 هي 46 [20)و - ()/] ”7] - - 4 
إذا تقاطع' المنحنياتا بين [5 ,0] نجداانقاط التقاطع وذلك بجعل (*)9 - (82)/ ثم نجد قيم : التي تنتمي إلى 
(,©) ويتجزئة [3,5] إلىيفترات جزئية ثم نجد تكامل الفرق بين الدالتين في كل فترة جزئية ثم بعد ذلك نجد 
مجموع مطلق التكاملات والتي تمثل#|المشاحة المطلوبة. 
مثال جد مساحة المنطقة المحددة بالمنحني «/2..1 3_والمستقيم + - [ 
نجد تقفاطع المنحنيين وذلك بمساواة المنحني الاول مع المنحني الثاني 
بتربيع الطرفين للتخلص من الجذر ١‏ 2 - 0/2 
0ك ورك ون رك و كر كت براك كرك رد 
0 2 اما 
1خ راو 


اذن فترة التكامل هي [0,1] 


ع 0 ا 103 








1 1 
110111 5 ا 
6 6 
3 
نجد تقاطع الدالتين رحد 
0 ع مر ةير 
6 - (22-1ع)ر 


2) 2-1) + 1( > 0 





ل ل 


)1 7 





] -1,0[ , ] 0,1[ فترات التكامل هي‎ .٠ 


1 1 0م كي 0 
لج -0-أ[ تك نك] - مه و مم ,كل - رم 
1 1 
2ك عمد 0 
3 2-1 
- ه- نج - إن نك] - عه وم ته أ - ب 
1111 ع +2 - اش | + احإ - | ادك| + |رك| - 4 
جدا مساحة المنطقة"المحصورة بالمنحنيين 51123 - (3) 9 ,2 05© - (08/ وعلى الفترة 
اتات 
2 2 
نجد تقاطع المنحنيين بالقسمة على 37 05 [005372© - 51711 
1 -> 1322 .. 
1 - لذ ورج ٠:‏ 
4 
عي 0 


دعت تعس مي [5|.]5.5.؟ 


1 


ام 5 + 3 512] ح- 20017 مأو - 2< 005) , ] حت لم 
2 


22 


م )مم - وعم قوم - 
(0 +1-) 2+2 - 
اا 


0 


ا ا 2 





ا 


[ *5م» + 2 مز5] ع 2003 مزه -2 5م»©) 3 حت و4 


89 ]انس 8 |[ 


1 001 1 7 . 
3 5 ل مزه ) 3 20 5 لآ 517) - 


(2 + ش) -(0 +1) - 
02--1-2-1- 
1-2[ + |1 + 2/| ح وما + |4 | - 4 


2 2/2 -خ- 1/2 10+ 2/. - 


2 ا 7) 





لتكن (4) /1 سرعة جسم يتحرك على خط مستقيم وفي مستو فإن المسافة المقطوعة في الفترة الزمنية [21,22] 
هي :0 *2|4) 7| ل -4 

حيث 4 تمثل المسافة » المسافة كمية غير متجهة أما الإزاحة والسرعة والتعجيل فإن كلا منها كمية متجهة لذا 
فإن الإثاحة (5) ؛ +4 )1 2 - 5 


1 


اشتقاة اشتقاة 
ا 0 


17)6 ح ()ه , ©)؟ ع (غ)7]آ 


اما في حالة التكامل فتكون العملية عكسيه أي ان : 





01 00 / - )4 , غ0 53086 


1 


/ 2207 / - )م 


1 1 





مثال جسم يتحرك على خط مستقيم بسرعة [ 419/5 -26 ح (17)8] فجد : 
المسافة المقطوعة في الفترة [3 ,1] 

الإزاحة المقطوعة في الفترة [1,3] 

المسافة المقطوعة في الثانية الخامسة. 


6 جا ا لاك لاون الللم ادر اتجاهه وذلك يجعل 0 - (6) 7 واستخراج قيم + 
من الدالة وهنؤلا اننا ابيا عاد لحا ايا لاا الالساقافطة فترة زمنية_[طري2] 
[1,3] © 2 -غ ج 4 -< 2 ج 0 ع 4 - 2 .. 
من الواضح ان الجسم يغير اتجاهه .. الفترات هي [1,2[,]2,3] 
غ4 2 -ع2) ]| + عه (ه -ع2 )/] | - 1 .: 


| ذ[ع4 - 2ع ] |+ ع4 - 2خ] | - ع ظ 2 عه خم 
2 1 - 2 1 1 5 


[(8 - 4) - ر12 - 0))]| + |[(4 - 1) - رق - 4)]| 
0 - 1 + 1 ح |1 + |1-]| ح |4 + 3-| + |3 + 4-]| 











2 ل "اه 7) 





3 وو كك ا 00 _- 3م 
47 6] - |4 ]| - 6ه (4 -ع26) |[ - 5 رم 
0 -3+3- -(1-4)-(0-12) - 
عندما يطلب في السؤال في الثانية ه : 
1 الال 1 لب 4 8 5 
-0 ا 0 ا م با 4 7 اع (ك4 -ع2 حدمت 
العدد المطلوب الى العدد المطلوب اي ان 14 | / 2 ظ ) يل ) 
الفترة تكون من 4 الى 5 [(2)16-16:-(20 -:25)]| 
ووو كك | دوكر حرق وح 








اذا كان مطلب السؤال بعد مضي 4 ثواني من بدء الحركة فهذا معناه ان 14 - 2) 1 حك يرن 
0 
7 0 -0-[16 -16] - 46 -2غع] - 


الفترة تكون من 0 الى 4 لأن بدء الحركة معناه ان الزمن يساوي 0 





جسم يتخرك على خط مستقيم بتعجيل قدره 18(72/57) فإذا كانت سرعته قد أصبحت 82(1772/5) 
بعد مرور 4 ثواني,من بدء الحركة جد: 
) المسافة خلال الثانية الثالثة. 


7 ) بعده عن نقطة بدء الحركة بعد مرور 3 ثوانئ. 


لايجاد دالة السرعة تكامل دالة التعجيل تكامل غير محدد 
4 ()ه | - )7 
غ0 18 | ح (ع) 7 
)1( 18 )ما 


لايجاد قيمة © نعوض 82 -ح (1)6, 4 - غ في (1) 
ع + (18)4 - 82 
0 جع هج 72 - 82 دع جع + 72 - 82 
دالة السرعة 10 + غ182 ح (غ)7 .. 


3 1612 3 
١ +10‏ | انه (10+غ18) ا - 4 (0 
((10)2+ 19)2(2 - ز(10)3 + 19)3(2 - | 103 + 2عو] | 
|20 + 30-136 + 81ا 
كك الك لك 











4# (10 ++18) ) - درم 
107 + 2غع9] - 
0-[(9)3(2+10)3] - 

- 81+ 30-111 7 


20 ا عه 00 





تمارين [6 - 4| 
١-جد‏ المساحة المحدد بالمنحني < - 24 - 7[ ومحور السينات والمستقيمين 1- - #2 ,1 - 2 
ان ا رول 
كك يرن دما 
يجزأ [1,1-] © 0 2 
( لان نهاية الفترة ) لا يجزأ [1,1-] © 1 -2 
:. الفترات هي [1- ,0] , [1,0-] 
0 
02 (< - 25 ,ل ع ركم 
]ساس ساد سوه ع فدات 
1 10/7 ؟ ادر 5 2 5] 2 
3 2 ل 4 1م - 
2 - هر 5) - 211 -خ2ُ] د ووم - 4 ل - ود 


: 10 7 
1 2-11 لح دل بع داشا +|ع] - ايها + ايها -4 
10 10 
؟ - جد المساحة المحددة بالدالة 4 - 322 - #يريثت.(2) #روعلى الفترة [3 ,2-] ومحور السينات. 


نجد نقاط التقاطع مع محور السينات 0 - (2) / 
6 ع (1 + 2ع« (4 - 25) جه 0 ع 4 - 3,2 - 4ن 
2 ح برج 4 ح 2ير جح ( - 4 22 أما 
يهمل ‏ © 1- -ح 2ج ججح ( -ح 1 + 22 او 
يجزأ [2,3-] © 2 ح 2 
(لان بداية الفترة ) لا يجزأ [2,3-] © 2- - 2 
“. الفترات هي [2,3 ] ,[2,2-] 


5 
41 د م 3 - 4م مرحم 





248 48 جرعتم ك0 
5 5 3 5 5 3 





20 ا 7) 


- -2] مرك (4 - 34 - 4م ا 42 


حي 


9151 


6 2-) 48 
6 5 
|42 | + | 4| - 4 
2 96 06و 3 + |كا-| - 


55 
0 11011 
5 5 5 





*- جد المساحة المحدداة بالدالة 25 .#4 -ح (#2)ثم ومحور السينات 


0 > (22-1) 2ج ج 0 ح كدير - ذر 
0 ح (1 + )1 - )12 
2-7-- 2-1 0 در 
. الفترات 0 1 1,)] , [1,0-] 


5 


(2+5-)- ل لك ا رن 1 ح رول 
7 دك ك5 
15 15 


2-2-0 -22-211] د يزمر - فم 7] ح يا 





83 5 5 
2 اا 0 
ا 2 37 
4 0000 2 2 
2 مرككق ‏ 2 - 6ك 282 4 + ارما ع 4م 
15 1 1 15 0 15 ايكا + اركا 


؛- جد المساحة المحددة بالمنحني « 3 511 - 7 ومحور السينات وعلى الفترة 0 


نأخذ القيم الموجبة للزوايا فقط لان فترة السؤال موجبة 77 ,0,7 ع 3 ج ) - 32 511 
لا تجزأ 0,5 ء 0 حم 0 - 3 
1 


تجزأ [0,2] ع - ردم« - 11 


ص21 


0 < 120 -22 1 0 0 
الفترات هي [2,2] , |0,2| 


20 ل 


0[ - 


1 
لكان 





ا 17) 
3 1 090 
]3 وم 2 -أ| 02 3 مطذه) 3ل ع 4 
[50م» - 057 ] 2 - _ |[ (0) 53م - (2) 158 2- ب 
2 1 1 
تت د 
3 وم -ا| ح 05171310 2 00 
3 


- )د |!- - 


00 -2]0 + 1[ - 


ه- جد المساحة المحددة بالمنحنئخ 1 - +« 0057 2 - 7 ومحور السينات وعلى الفترة 3 0 


2097-2-0 
إقانون ضعف الزاوية لل 205 ] و 00 


بر ا 


0 < 135 - 32 5 © 35 - م ج 35 - م2 
سرت حي يج[ 
“ده 511 َّ - دك (22 5مع) 1 0 
1] : 1 - |0 0 - 1 اده 112 - 12 ا _- 


2 3 ع يدك (22 5م») 1 - 42 
4 


- 200 - | مزه - هذه ب - | (2) 2 مزه - (2)5نم] 2 - 


20 ا 2 7) 





5 - جد المساحة المحددة بالدالتين 1 -2/ه ح بو حدر وعلى الفترة [2,5] 


نجد تقاطع المنحنيين بتربيع الطرفين 2 - 1 - ع 
1 
>< ع 1 - عن 
4 
1 
4 - 1 + عر 1 
0 - 4 دعر4 - كير 
0 ع- (2 -ع)(2 - 2) 
ان مح ل ا ل ا ل 
“. فترة التكامل هي | 2,5 ]| 


ده (د - 1 - مل ذل م 
كيك 01 روصيو ا ا - 
ذل 58 ]| 
]ا - [ 175 -:/] 2 - 
[22) -5(2] 2 -] لتكت -1(3 - 7/06 |3 - 


[ 4 - 25] د - [1/1- 64/] 2 - 


- 218-11-2 ]21[ 


دالة التكامل هي دالة طرح المنحني الاول من 








21 __ 56-63 __ -7 





7 07 2 - 25 كد - (2)21-(7) 2 - 
كت - |4]| - 
1 
- جد المساحة المحددة بالدالتين 12 - 4ثر ح بو , ير ع بو 
نجد التقاطع بد بين المنحنيين اا تك 0 


ع اا 
0 ع (3 + 2ع)(4 - 2م 
8 » تهمل 
2 - ع ى 4 ح 2ير د 0 - 4 - 2ير 
“. فترة التكامل هي [2,2-] 


20 ا 2 7) 





6 5 
لم د برورمر جخدعير تك فينم 1 ح ل 


|24 +3 ركة-_| - 32-53-24 
0-+906+404 96-40-0 
ٍ) 0 3 06 _ 
1 أ 1 7 0 
6008 2 6 4 - 5-0 
15 








سد - 4 0د - لت 
/-جد المساحة المتحددة بالدالتين 3 5113 - (2) 2,6 51121305 - (#2) حيث [22 ,0] ع 


نجد تقاطع المنحنيين 511 - 2 05 2 5111 
() - 1ه - ع2 05 51112 
0 > (1 -<2 5م»ع) 51113 
3ن اك انررم دايا 


لايجزأ [2 ,0 ] © 0 -2 
يجزأ [0,272] © ع7 - عر 
لايجزأ [0,27] © 27 ح عر 
1:0 5ك 1 2 يروون 055 1:5 خيرؤون او 
لا يجزا [0,27] © 0 - 
لايجزأ [0,27] © 27 ع عر 
“. الفترات هي [212 ,7] ,[0,7] 
0 زد - 1 5مك 3 12زى) 0 ح روكل 
78 مر 

14 د 512 
دوم + 7 0 
)0 5 + >(0 صزة) 2) - (5م + “(72زى) 6 - 
2- -1 -1- - (1+ (2)0) - (1-) + (0) 0 - 


ْ 0 
20 أو - نز وم 16 زد) “ !1 - 42 


21 





2 
1 51117 
3 005 ل مت 
1 


> 6 )511 2712(5 + 5 2) 2 6 )511272(5 + 5 5) 


0 ات 7) 





6 + 200 - (2000+1) - 
2 -1+1-(1-)-1- 
رو 4ك ده 2ك :راكد | دع] ك زيف ل | م2 لم 


4 - جد المساحة المحددة بالدالتين 1 + ذه 2 - (82اث/ر ,. 3# دذه - )9 


حيث 2م م 
نجد تقاطع المنحنيين -ح 1 + 51112 2 
00 رمه > 1 73 زمره 2 
) - 1 +4 5111 
31 
لا تجزأ فد 0ع كل ح ايراج 1[ - 51112 


فترة التكامل هي |2 3 , 0| 


31 
0 (1 + دمزى) 2[ ح- 4 
31 


05 


-1 + ك2 - (0+0)-) -(ك + ه) 


(0 +50م -) - رك + كوو ) - 
3161-2 
2 





3134-2 01071012 


حل 


1011 








- ]4|- | 


-٠‏ جد المساحة المحددة بالدالة 3 + 2م42 + 3مر ح /و.وقتحور السينات 


60 د ععر3 + 2ر4 + 3ر جه 
0 ح (3 لد عره + )1 
0 ع (1 + ع)(3 + )1 
0 >2 اما 
[1 - دع جه كك 01 
“الفترات هي [1,0-] , [1-,3-] 


27-1يرع تيبري 4‏ #ير 


ةب لك ب ل | - بن مرق + 2يره + 5ع ري ] ح يهل 


1-3 2 
0237 108 81 83 4 1 
بع ع - 4-4 - 
2 3 4 1352 4 
2 5+27 - فد ( 5 _ متسس القتسم 
ا ل رار 1 12 12 





20 ا 2 7) 





00 2 3 0 
- م3 + «ه + 25 ,ل ح و4 


00 5 3 


0 7 
1 الاح ادا 
12 12 5-000 


3 211000 
2 1-1 

لاح ا ل سام ره سرام 

]| + مدا - ايها + ايها - 4م 


-١‏ جسم يتحرك ,على خط مستقيم بسرعة 72/5 (3 + +6 - 342 ح (1/)4) أحسب: 
©).,المسافة المقطوعة في الفترة [2,4] 
0) الإزاحة فئ الفترة [5 ,0] 


) نجعل 0 - (4) وذلك لبحث هل إن الجسم يغير اتجاهه 
3 +[0 - 3 +غ362-66 


0 - 1 +ع2 -ثع 
| 2,4] © 1 -غ + 0 - 1 -غ + 0 - (1 -1()6 -ع) 


الجسم لا يغير اتجاهه اذن ستكون فترة واحدة للتكامل 
اسهد 01 -04 


| 35 + 362 - 3م] | - |؛ لك ]| -0 
6-2 2 م1 ل هم 2 
3) ) - 5 رم 


+ غ6 0 


-_ | + 36| - 


المسافة 2671 - |26] - |2 - 28] - 
(3 + 6 - 


7 م 32 لاقع 
الإزناحة 6572 -ح 0 - (15 + 75 - 125) - 


-١5‏ جسم يتحرك على خط مستقيم بتعجيل قدره 12(172/5*7 + 44) وكانت سرعته بعد مرور (4) ثوا 


تساوي 90(172/5) احسب: 
© ) السرعة عندما 2 - ع 
7 ) المسافة خلال الفترة [2 ,1] 


) الإزاحة بعد (10) ثواني من بدء الحركة 
إيجاد دالة السرعة من تكامل دالة التعجيل: 
+4 (6)ه | - (ع)] .. 


غ0 (12 + غ4) | -ح رع) 7 


20 ل 7) 





4 
ع + 126 0 (غ) 17 
ل 10 شافع نك رن ) 7[ 
لإيجاد قيمة © نعوضص 90 - ()177 ,4 ع )] 
ع + (12)4 + 2)4(5 - 90 
ع + 48 + 32 - 90 
نعوض في )١(‏ 0 جح ج 90-80 دع ج ع + 80 - 90 
دالة السرعة ‏ 10 +4 124 + 25 - (غ)/آ 
© ) لإيجاد السرعة عندما 2 -غ 
0 + (12)2 + 2)2(5 ح (17)2 
0 + 24 + 8 ع (17)2 
5 ح- (17)2 
) لإيجاد المسافة يجب جعل 0 - (17)8 وذلك لبحث تغير اتجاه الجسم 


2 + |0 ع 10 +12 + 264 ج 0 -ح ()7 
0 ح 5 +ع6 + 2ع 
0 - (1 + ع)(5 + ع) 


(لا يوجد زمن سالب) تهمل ‏ 5 - اما 
(نفس السبب) يهمل ‏ 1- -<غ 0 -<1 +غ أو 

:. الجسم لا يغير اتجاهه 
غ2 (10 +12 + 7)22] | 4 


2 2 0 3 
ظ |10 + 662 + م + 10+-12+-22 
1 1 2 3 





1-0 


(2+6+10)- [(10)2 + (6)4 + (8) )| د 
(2+16ٌ) - (20 +24 + )| - 


إن حت 


ا ا _- 








© ) لإيجاد الإزاحة بعد 10 ثواني من بدء الحركة اذن فترة التكامل هي 7 


5 - 7 )2:2 + 12+ 10( 1 


10 د كك + | - و 


لفت - 100 + 600 + ل - ى ج 0- |(10)10 + (6)100 + 


(1000) لسر 1 


20 ا 0 00 





-١*‏ تتحرك نقطة من السكون وبعد + ثانية من بدء الحركة أصبحت سرعتها 72/5 (6+2 - +1004) أوجد 
الزمن اللازم لعودة النقطة إلى موضعها الأول الذي بدأت منه . ثم أحسب التعجيل عندها 
“>6 - 1001 ح (ع)7 


لإيجاد الإزاحة التي تحركتها النقطة نكامل (17)4 
غ0 (5غ6 -1004) | ح ()د 


06103 101 
6 21057 1 01077 (غ)5 
(2.2.201.... م+ ع2 - 5ع50 ع (ع) 5 


“النقطة تتحرك من السكون -> 0 - (5)6 , 0 -+ » نعوض في )١(‏ 
0 -دء جع + (2)0 - (50)0 - 0 
توب 50ت )فده 
عودة النقطة إلى موضعها الأصلي معناه إن النقطة تعود إلى السكون وهذا يعني إن 0 - (5)6 
2 +231 - 5064 ح 0] 
,5و دان 
وحورويح 2 
ان كك م كدان كك يايد 
ل ك1 0 
نجد التعجيل عندما 25 - غم ٠‏ التعجيل - مشتقة السرعة 


(غ)'ما ع (غ)0 
+12 - 100 - 6)ه 
7 200- - 300 - 100 - (12)25 - 100 ع (0)25 


س : إذا كان للمنحني 7 + 4 - 25 - 7 نقطة نهاية صغرى محلية تنتمي“:لمحور الشينات جد: 
6) قيمة 7 ع 8 2 7) المساحة المحددة بالمنحني و المستقيم 4 - [ 


8) " للدالة نهاية محلية ->© 0 - (2)' /ر 4 دير :رع / 
2 ح عر جه 4 ح رم ج 0 ح لبك - :22 
” نقطة النهاية 3 لمحور السينات > 0 ح [ 
نقطة النهاية (2,0) .. 
(3:)2,0 للمنحدي :: تتحفق_ الدالة 
+ (4)2 - 2(4) ح 0 


2 ا 1 7) 





ل و ال و كحي 
“. معادلة المنحني هي 4 + مرك - 2ير - بر 
6) المساحة المحددة بالمنحني 4 + 4 - 24 ح بز والمستقيم 4 - /[ 
نجد نقاط التقاطع كر ح- غ4 + يريك - 2م 
0 ح ع4 - معن 
لجيويي: جوو جح رضاح )د 
“. فترة التكامل هي [0,4] 
0 لك 
ال 0 ( كل 


4 1 3 1 3 
يد 
ا 

3 


_ 64-96 _ 2 





7 32 
ا ا 
3 
س : أوجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنياالدالتين» 3 + «دكابؤ ' , «- ثرح (2)/ 


نجد التقاطع بين المنحنيين ‏ 37 - (8) / 
1 كدر 
202 كن كدر 
0 5 2م كدر 
-(3(2+1-م) 
فترة التكامل هي [1,3-] 
دل (3 -ع2 - 2عم) ذ] -4 
9 


ااي ل ل 0 
تدج - و ج) - 


- 09-18(- )-2+2( 
0 


دهن 3 


00 20 20 





-١‏ لحساب حجم الشكل المتولد من دوران المنطقة المحددة بين منحني الدالة (7)/ -ح 37 المستمرة من 
© -* الى 5 - حول محور السينات ٠‏ نطبق العلاقة التالية : د 72/72 - 7 
؟- لحساب حجم النتتكل المتولد من دوران المنطقة المحددة بين منحني الدالة (007/ - #2 المستمرة من 


4> بر الى/)5 ح نر حول محور الصادات ٠‏ نطبق العلاقة التالية : 24د ”] 7 - 7 


6ت 3 25 الدورانية: 
١‏ - إذا كان الدوران حول المحور السيني يجب ان يكون المستقيمين 5 -ح ,© - + والدالة (3)/ ع 37 . 
الل ا ا ا 2 ل ا ل 0 ل ليا ليوك 69ن ادف 





مثال المنطقة المحددة بين المنحني 4 > < > 0 ,٠2/د‏ .-32 ومحور السينات. دارت حول محور 
السينات جد حجمها 


امعو نان و الات و فاون كا وي ) جحما 
وفترة التكامل هي [0,4] لأن 4 > > 0 








5 5 1 
مثال6 © المنطقة المحددة بالمنحني 4 > 7[ > 1 الل حير دارت حول محور الصادات. جد حجمها 


7 الدوران حول محور الصادات -» ار 
فترة التكامل هي [1,4] لأن 4 > :> 1 
1 4 0 م ا 
01 89 1 د 4م 2 01 5-65 1 -111 
[ |11 - |14 ]زاجم ح 7 ج 1[ | نزام ]م ح [7] 
7 2 27 ح 7[ ج 25 11 ع - 7 جح [0 - 4 بزاع - 7] 


20 ا 515 00 





مثال ‏ أوجد الحجم الناشئ من دوران المساحة المحددة بالقطع المكافئ الذي معادلته 8 -ح 2 
والمستقيمين 0 -2 , 2 - حول المحور السيني 


”' الدوران حول محور السيني -> 12032 1 7 ح- ما 
فترة التكامل هي [0,2] 
2 (82) 1 برصيراس: 


272 - 2211 5-5 
]7 - 7ج || 0 


[(4)0 - 4)49 ] عر - ر] 
13 167 ح 7[ ج (16) ع ح 7] 


مثال | أوجد الحجم الناشئ.من دوران المساحة المحددة بالقطع المكافيء الذي معادلته 27 - 7( والمستقيم 
5 -# ,0 - 2 حول المحور السيني 
الدوران حول المحور السيني ‏ -> 07 1 1 
فترة التكامل [0,5] 
لخر يرن) 1 1-7 
44 ( 44-6 


هدي _ ته 


: ]+ - + [ك 4] + -, 


[“(4)5]م - ] 
[(4)625] ع ح ]| 
7 7 2500 - 7] 


مثال |أوجد الحجم الناتج من دوران المساحة المحددة بالقطع المكافئن 42 -/1 والمستقيمين 
6 -37 , 0 - و حول المحور الصادي. 
فترة التكامل هي [0,16] 
الدالة هي 4775 - 17 يجب تحويلها بالصيغة (17)/ - 2 وذلك لان الدوران حول المحور الصادي 
1 2 2 
لو . >1 | لإأحاى 
16 


ليا ثا» د ناد ردم “0 » - ”: 





2 ل 


)1 7 


((16(0)16)) - 7[ ج [0 - )| - 17 


]01 ج327 - [7] 





ع 0-39 0-39 1 
أوجد الحجم الناشيء من دوران المنطقة المحصورة بين محور الصادات ومنحني الدالة > -ح نو 
7 - 96 
1 1 
والمستقيمين 2 -2 1 - 3 دورة كامله حول المحور الصادي 
يجب تحويل المستقيمين من ©: إلى /ز وذلك بتعوض قيم © في الدالة 2 > /[ لايجاد قيم /( 
1 
1 1 
م - ع - بز ج ‏ - 2ن 
2 
“. فترة التكامل هي [1,2] 
ويجب تحويل الدالة إلى صيغة (07) / - 2 
1 1 
[ بقلب التناسب ] حياس حور وحن 
0 2 
م “)م دمر 
ره > مز رزج - [] 
2 1 1 كك 
م د جب | 2] م - م 
11ل لل 11 1- 
اماه 
ل) د للج حت 
1 0 
1 
له 


تمارين 71 - 4] 


-١‏ أوجد الحجم الدوراني المتولد من دوران المساحة المحددة بالقطع المكافئ: #27 2+[ والمستقيمين 
2 -2 , 1 حر حول المحور السيني. 
م 


1-7 0 )22(5 0 


[ ]+ - مب 0 35 0 





0 ا 7) 


5 
م 
3 1 - 7[ كام - م 


؟- أوجد الحجم الناتج من دوران المساحة المحصورة بين منحني الدالة 1 + 22 - 2[ والمستقيم 4 - [ 
حول المحور الصادي. 
0 
في السؤال يوجد فقط أحد المستقيمين وهو 4 - [ 
“. لإيجاد المستقيم الثاني نجعل 0 - 3 في منحني الدالة ونستخرج قيمة [ 
ال قي 0 كك لك لك 
*..المستقيمين .هما 4.ح ,رز .1 حت رز 
منحني الدالة هو 1 + 75 ح 7[ يجب تحويله إلى صيغة (6007/ -2ز > 1 - /[ - 2 
4 
4 (1 - 7 زع ح- [] 
0 1 
[د-ج]»- م 
1 2 
1 16 
6-2 - (4-عن)]» - م 
1 <-- [ججها درا 6 )4 6( 1 
ا رت 2 77 - 2 77 - 
*- احسب الحجم المتولد من دوران المساحة المحصورة بين المنحني 1  -‏ +.372 والمستقيم 0 - نر 
حول المحور الصادي. 
يجب جعل الدالة بالصيغة (07)/ -ع 
#يو -- 1 ح مرج 1 دارم شرو 
يجب استخراج المستقيمين 7 ح 7 , © -17 وذلك بتعويض المستقيم 0 - 2 في منحني الدالة. 
1+ ج برج 1 - ترج 1 - 0+ 2#بر جد 0 ح عر + 4رزر 
.٠.‏ المستقيمين هما 2-1 ,1- ح رر 
ترك 2(2ز - 1) ذل م - زا 
برك (*بر+ 2بر2 -1) أ[ م ح ] 


ا 


2 ا 7) 


ل 








امن لومم 
8 8 


15 


6 
1011013 > 5 - ] مر 


4 - أحسب الحجه:المتولد من دوران المساحة المحصورة بين المنحني 3 - 175 والمستقيمان 
2 - :0 -:« حول المحور السيني. 


0ل 4 


17 -- 7 101113 


جد حجم الجسم الناتج من دوران المنطقة المحددّة بمنخني الدالة 
- ()/ والفترة [0,75] حول محور السينات. 
الدوران حول المحور السيني -ح> 01 0 د ا 
0 2075 ذد) 2 1 


: 1 
3 تكصلد ,ل م - ] 


0 / ) . 2: 4 
0 2 0 0 


|26 اذه )2 | 72 - 7 
|27 ع 2 | 7 ع ا 


| (0 صنو - 0) - ( 22 مزه 2-2 7 ح- ا 


4 


20 »])5-2 0( ِ )-10[[ 
- »]2[ 


72 
كلت 
2 


6 


سم 1 2+7 





الفصل الخامس ( المعادلات التفاضلية ( 
المقدمة: 
يعتبر موضوع المعادلات التفاضلية من المواضيع الأساسية في الرياضيات التطبيقية لكثرة ظهورها في المسائل 
العلمية والهندسية» في هذا الفصل سنتطرق وبشكل مبسط للمعادلة التفاضلية وكيفية حلها. 


د الل الك الت اللن ل ف ا ل نك 0 20 
مشتقة واحدة أو أكثر للدالة المجهولة في المعادلة (أي للمتغير التابع في المعادلة). 


ل ل اا ال ا 2 ال 22 لالب يليك الا اتا 921 
ل 6 ل ل 0 ا ات ل ل لك 6 091 
كاردا الل ل ا لك اتات انا ل وا لاك 





بن ح عر جاتر ةع ل “بر 4 4 - بر3 - 2 (1 

5 - 17:2 2بر + “روج + 3ب (5 0 ح بوكر - ابومر5 + ''بو كير (2 
1 0 03( 

0 ح 'بوبولعر + برو + كابر 6 4 - بر - 2 + ج-(3 


كلها معادلات تفاضلية اعتيادية لأن المتغير [ يعتمد فقطااعلى المتغير 2 





من الرتبة الأولى والدرجة الأولى 00ح 7 - ع + 2 )1 
من الرتبة الثانية والدرجة الأولى 7+ 37 ع5 - 0_0 
من الرتبة الثالثة والدرجة الأولى ‏ 0 -7ز- 'بو+ "17 (3 
من الرتبة الثانية والدرجة الأولى ‏ 0 - 2170705 + "نز (4 


من الرتبة الأولى والدرجة الأولى 3-5 - 22ر5 

















اسم 14 2+7 





3١2 2 0 00‏ 4 
من الرتبة الثالثة والدرجة الثانية 2252-0 + (27)+ (6(2)2 


01 012 


من الرتبة الرابعة والدرجة الأولى 0 ح ابزرزرةير + برومه + ابر ر7 


ل ا ا ا ا ا ا ال 0 ل 
ذات اعلى رتبة تظهر في المعادلة؛ فمثلاً المعادلة التفاضلية 07(2) + 1//,,. - 07”(2) من الرتبة 
رن اس 00 1510 ون 





حيث يمكن إزالة الجذور أو الأسس الكسرية ونحصل على : 07'(2) + 1 -ح 77"2(4) ويذلك تكون درجة المعادلة 
التفاضلية الرابعة. 

حل المعادلة التفاضلية 
إن الغاية من دراسة المعادلات التفاضلية.هي كيفية إيجاد حلولاً لهاء ويتم ذلك بإيجاد علاقة بين المتغير التابع (غير 
المستقل) 7[ والمتغير المستقل 7 بحيث_تكون العلاقة خالية منالاشتقاقات وأن تحقق المعادلة التفاضلية عند 
التعويض. 


ا ا ا 0 ات ا ا 252 إل 0 شاه 
أ- خالية من المشتقة. 


07 ل ا 0 
- تحقق المعادلة التفاضلية 





أي إن الحل للمعادلة التفاضلية الاعتيادية هو أي دالة لمجهول (المتغير التابع) بدلالة المتغير المستقل تحقق 
المعادلة التفاضلية. 


بين إن العلاقة 37 + 25 - 7 حلا للمعادلة التفاضلية 7 + 2 ع زر 
يجب إيجاد المشتقة الأولى من العلاقة 31 + 5 ح /ز وذلك لتعويض 7[ و7 في المعادلة التفاضلية 

رو + 4عر ع 'تومر 

فأذا كان الطرف الأيمن > الطرف الأيسر فأن 37 + 27 ح ,7د هي حل للمعادلة التفاضلية. 

أما إذا كان الطرف الأيمن ع الطرف الأيسر فأن 3 + 22 ح :رز ليس حلا للمعادلة التفاضلية. 
0ك 2 
0 3 +22 ح رو 

نعوض (1) و(2) في المعادلة التفاضلية 17 + 24 ع '7ق2 

بقعت برد تت يي ماسح دون كو للها 

(3 + 22 + كير ع بر + 2ع : 17.5 .] 


00 200 0 





ا 7 ا 
كوك اح و ات 
.. 3 + 25 ح م هي حل للمعادلة التفاضلية 


الحل الخاص والعام للمعادلة التفاضلية الاعتيادية 
إن حل المعادلة التفاضلية الاعتيادية كما اسلفنا هو أي علاقة بين ,/ز تحقق المعادلة» غير إن الحل العام لأي 
معادلة تفاضلية هو الحل المشتمل على عدد من الثوابت الاختيارية مساو لرتبة المعادلة» فإذا كانت المعادلة من 
الرتبة الأول وَتخب .ان ايكون حلها العام مشتملاآً على ثابت اختياري واحد هو ثابت التكامل الذي يظهر عند إجراء 
خطوة التكامل الؤحيدة لمغادذلات الرتبة الأولق» أما إذا كانت المعادلة من الرتبة الثانية وجب اشتمال حلها على 
ثابتي تكامل نظراً لإجرا,.خطوتي تكامك عند حل معادلة الرتبة الثانية. وهكذا. 
فعلى سبيل المثال 0 - بر5 _وللك 
تعتبر معادلة تفاضلية من الرتبة الأولى ويحققها الحل الخاص *65 -ح 7[ كما يبدو من التعويض في المعادلة 
التفاضلية إلى إن حلها العام يجب أن يشتمل على ثابت اختيارق واحدغم«فيكون ”5م06 ح بز 
أما المعادلة التفاضلية 0) - بر 2ك فهي من الرتبة الثانية,ؤاتحققها الحلول الخاصة. 
05 - /[ , 512 - /[ غير إن حلها العام يجب«أن يشتمل على,ثابتي تكامل اختياربين ٠‏ كأن يكونا 8 ,/ 


ويصبح الحل العام عندئذ بالصورة 3 005 8 + 512 كر > يبن 


0 - ال اكت 2 الكاة للكت إن 0 29 للع 0 9395 إن 50 كنت (ن قا 
المعطاة هي أحد حلول المعادلة التفاضلية. 


الل 2 ك1 300 ل شن لات د 0 00ت لك 20 0 0 9 
ا ا ا ا 00 0 





أثبت إن - |*#|:77« - 17 أحد حلول المعادلة التفاضلية ‏ 0 <2 , بوبدع - كر 


8و 


01 
الوق او ال كوو جرك رقت وراك زور اكد سرون سكاكة بر + عر ح دير 


ودجب إثبات ذلك بأن الطرف الأيسر - الطرف الأيمن 





5 ً. : 0 
ست رقا ساس ار ل 
كح |1112 لد رت 


ل - 


)7 20 0 





محطوة وو حرو لمرو الس ا ل 


2ير - 5 ...ا 

01 
ب - 
برك د سر 
مح |1113 ع1 مو - 
]اعد ح- 
511555 


[|*| م ح 7ز هو أحد حلول المعادلة التفاضلية. 


بين إن © + 2ح 1:1 حيث 1 »ع » حلا للمعادلة 0 - :1 - 21 


نأخذ العلاقة © + 2 ع 12175 ونشتقها مشتقة أولى من ثم نبسط المقدار حتى نتوصل إلى المعادلة التفاضلية. 
0 + عر ع 74ز نا 
1 - (”21) و 
0 ح بورح 'روة ج رز ع 'رو2 جه 1 ل 
.. © +ع ع 101375 حل المعادلة التفاضلية 


4 2 
هل 2ج + ثمر ح برو حلا للمعاذلة التفاضلية 6ب 


ا ل ا ا ا 


وبحيومدبةيوك بر 
2+1 2ه 
0112 

2 

وبح انس 

012 


بدأنا بالعلاقة وأنتهينا بالمعادلة التفاضلية 


ٍ : 0 
.. 2 اج + 5م ح 17 هو حل للمعادلة 6# - ل 


42 


مثال برهن إن 2 15و 2 + 2 205 3 ح نر هو حلا للمعادلة التفاضلية 0 -ح بوه +''ب 


رلك عسوي ويد وترم عرصيوة ومع بح بر 
)22 21 05/) 2 + ((5122)2 -) 3 ع ارو 
1 05 4 + 22 وزو 6- ح "رز 

((2)2 12ت 4 + ((22)2 6)2005- -ح “رز 
69 ل ل لك كدر 


نعوض 1 و 2 في الطرف الأيسر من المعادلة 
0 ح بوك + “ررس 








00 200 0 


روه + '"'رر - 5 .11 .,آ 
(2 طذه 2 + 21 0605© 3) 4 + :21 510 8 - 22 005 12- - 
2#طتق8 + 5232مع-12 +1 212 تتتع 8_- 12-6052131 - 
- 
د - 
وعليه فإن 23 512 2 + 2 205 3 ع 7[ هو حل المعادلة التفاضلية. 


هل 3ب + 32 - 2بر هو حلاً للمعادلة 5 - 3 - 2(و) + “بزبر 


نشتق 23 + 315 > 75[ مرتان ضمنيا 
31 + ع6 ع '/7ز 7ز 2 
61 + 6 ع (257) “تو + “77 237 
م تر 2 
3-55 دادسل 
حيث الطرف الأيمن - 5 وليس 3 
ا 
وعليه فإن 3 + 32 - 172 ليس حلا للمعادلة أعلاه. 


بين إن *3-م + 55م ح بر هو حل للشعادلة التفاضلية 0 ع 7و6 - 'بو + “بو 

ظ ل و ل كور ك0 
م7 35 20 2 1 

(3-)*3 36 0 286222 "سر 
م0 ا 0 _ 1 


نعوض ”37 و ”37 في الطرف الايسر من [ذ6 - "رز + '"رر - 11.5 ..آ 


المعادلة التفاضلية للتوصل للطرف اليمن راق تمن انط و د ور تارك و وان 2م وك 
كتوم سوق تقول :سمو + 25م - 

0 

- 5 


33ج ب لمعوح رهز احلا اللمكادلئة التفاضلية 
تمارين |1 2 5] 


١‏ - بين رتبة ودرجة كل من المعادلات التفاضلية الآتية: 


( من الرتبة الأولى و الدرجة الأولى ) 0 3 + (دبو+ 22) (ه 
2208 56 00 ار 04217 
( الرتبة الثانية والدرجة الآولى ) 0 ح برذ - خاعر + م رم 


(الرتبة الثالثة والدرجة الثالثة) 05 + عر ح ررق + 'رو2 - 5و'"''رم © 


الرتية الثالثة والدرجة الثانية - ١ه‏ 4 
( الرتبة والدرجة الثانية ) 0 -3[7 + 22 - 2 0 





0 20 يف 7) 





؟ - برهن إن 51822 - 37 هو حل للمعادلة 0 - 37+ '( 


0 -ح ل 
1 تح ' 
- ح نر 
رد + ''تو ح 5 . 1[ .را 

-+-51122 اح 

- 0 

- 5 

.. 5122 ح /ز هو حل للمعادلة التفاضلية. 
- برهن بإن: العلاقة) +3 5111 6 + 208034 8 - 5 هي حل للمعادلة 0 - وو + 45 
05 


--- 8)- 51034)3(( + 60005 3 030 


- 01 
غ051 18 +5131 24 - 
05 


((3603 مذ -)18 + 030 3 005) 24 ع 


غ1 54 -3 005 72- - 
05 
06 0 10 
(5123 6 + 36 005 908 + 515314 54 - 36 005 72- - 


تناه 54 + 72-6531-+ 51531 لدو - 726536 - 
0 
حرومااء- 
:. 51234 6 + 36 005 8 ح 5 هي حل للمعادلة التفاضلية. 


4 - هل إن 2 +2 ع و حلا للمعادلة ع2 ح رو + 'بوق + “رو 


- 0-2 


د 


1 -'/ 
0 -” 
رو + 'رو3 + ''رر ع و . [] .,[ 
2 + ج + (3)1 +0 - 
2 داع + 3 جح 
رحد > 
5 ير ع 
.. 2 + م ح مد ليس حلا للمعادلة التفاضلية. 





)7 ٠/ 4 200 0 


ه - هل إن 1211# ع بق حلا للمعادلة 12 + 1 - 24 
بمبوروا حر 
1 دعه5 ح “رز 
(23هغ عدعء5) بروعه5 2 ع “تر 
2 25624 ح “بر 
(# عطق + 1) دمه 2 ع "نز .. 
(ترع 1) بر2 ع “بر 





“. 132 ع 37 هو حل للمعادلة التفاضلية 





5- هل إن 1 -ي72و + 22 حلاً للمعادلة التفاضلية ‏ 2- ح ”“بوةبر 
نشتق 1 ع 15 + 225 مرتان ثم نبسط حتى نتوصل إلى المعادلة التفاضلية 
1 كرو م كيد2 
0 ح 'تورو2 ل ع4 


0 - (تتزة) "تو د “تربره + 4 
2 + [ 0 ح 27702 + "و25 ل بك 
ل )مسعوم ا 2د رابو هت" ابورود2 
يجب التعويض بدلا عن 'ز وذلك لعدم وجود 7 في المعادلة التفاضلية 
من المشتقة الأولى ‏ 0 ح '/إب2 + عر4 :.٠‏ 
رم - 


لتك حي ا ا كل شر مارك لا ,لكل كلش بر برا 
5 2 27 


نعوض 2 في 1 - (حت) + “برير+ 2 





2 
ل 
ل م 
واكك اكاك لطا رار 


ور 
(201- ح “برثي .. 
2 - “تور 


:. 1 ع 175+ 25 هي حل للمعادلة التفاضلية 
١‏ - هل إن 57 512 - 172 _ حل للمعادلة 0 - 72و25 + “7و2 ل “تور 
نف ا ا 


(5) <5 5م ع 'روعر + (17)1 
005 5 ع تور + رز 


نشتق مرة اخرى 





00 200 0 


)50 511151 © 5 - (1) "7و + '"رومر + “رز 
1 25- ح '(نو2 + “رومز 
0 ع عرط ماو 25 عد 'بو2 عد "رومز 
[ العلاقة المعطاة في السؤال] 5 ع برر 
0 ع يزيز 25 عد “و2 عد ""روعر ... 
. 5 515 - 372 حل للمعادلة التفاضلية 
/ - بين ان * 6ه ح 7[ هو حلاً للمعادلة 0 - + 7 حيث 7 ع 4 ؟ 
+ م ح رر 
+ عمن- ح 'برج (1-)* 06 ح- “ىر 
65 - ا حتهوا كذدهود جد رونل ارود 5ن 1 
.. * 06 - 7[ هو حل للمعادلة التفاضلية 
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قد تكون المعادلة التفاضلية ليست قابلة لفصل المتغيرات فيها ولكن قد تكون في الوقت نفسه بصورة معينة 
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الفصل السادس ( الهندسة الفضائية ) 


سبق وأن علمنا إن كلآً من المستقيم والمستوي مجموعة غير منتهية من النقط وإن كل نقطتين تعينان مستقيماً 
واحداً وواحد فقط وكل ثلاث نقاط ليست على استقامة واحدة تعين مستوياً واحداً فقط. وكل أربعة نقط لا تقع في 





مستو واحد تعين فضاء . 

أي إن, المستقتّم.يحتوي على نقطتين على أقل تقديرء والمستوي يحتوي على ثلاث نقط على أقل تقدير لا يحتويها 
مستقيم واحدء والفراغ يحتوي على أريع نقط على أقل تقدير ليست جميعها في مستو واحد. 

كما تعرفنا على,غلاقات بين المستقيمات والمستويات ويرهنا بعض المبرهنات التي يمكن الإفادة منها في مبرهنات 
جديدة ستتعرف عليها!في هذا الفصل. 

ولكي تتمكن من التواصل”" معنا وتتعرف على علاقات جديدة بين المستقيمات والمستويات والمستويات 
والمستويات وتكتسب مفاهيم جديدة وتبرهن مبرهنات أخرى ما عليك إلا الرجوع إلى مراجعة ما درسته في هذا 


الموضوع في السنة السابقة. 





الزاوية الزوجية والمستويات المتعامدة 


ال ا ل ا 0 2 6 3 ا 





تسمى الحافة المشتركة ب( حرف الزاوية الزوجية17111©011-01 ©8096 ) ويسمى كل من نصفي المستويين 
ب( وجه الزاوية الزوجية) كما في الشكل (6 - 1): 





حيث 48 هو حرف الزاوية الزوجية و (2) و (17) هما وجهاها 
ويعبر عن الزاوية الزوجية بالتعبير (/1) - 48 - (©) 


وقد يعبر عنها بحرف الزاوية الزوجية إن لم يكن مشتركا مع زاوية أخرى. 








)7 20 0 





مثلاً : الزاوية الزوجية 
2©) -48 -8) 
-48 د 
48-2 - 7 









ا ل ا ل ل ل در 0 


2 و ا ا كات لمكن 





وتقاس الزاوية الزوجية كالآتي: نأخذ نقطة 7 على الحافة المشتركة 48 ونرسم من 7 العمود 26 في (30) 
والعمود :2 في (1) وعلى الحرف 48 فيكون قياس الزاوية الزوجية بين المستويين: هو قياس الزاوية :6171 
وتسمى الزاوية :121 الزاوية العائد للزاوية الزوجية ( كما في الشكل (6 -.4)). 





بعبارة أخرى لدينا الزاوية الزوجية ‏ (1) - 48 - () 

26 © )<( , 88  )2( ولدينا‎ 

8 ل ظ2 , 48 ١‏ 26 

:. 681 > هي الزاوية العائدة للزاوية الزوجية 48 او (17) - 48 - (7) 





غيداء طارق الشمرى 7+ 


تعربف : الزاوية المستوية العائد لزاوية زوجية: هي الزاوية التي ضلعاها عموديان على حرف الزاوية 
الزوجية من نقطة تنتمي إليه وكل منهما في أحد وجهي الزاوية الزوجية. 


ا ا 0 ال 7 ل ا ل ل ل 2 ل كك 
وجهي الزاوية الزوجية. 





ومن تغريف الزاويّقين العائدة والزوجية يمكن استنتاج الآتي: 
)١‏ قياس ازاويةهعائدةيلزاوية زوجية ثابت. 


؟) قياس الزاويلة. الزوجية. يسناققة قياس الزاوية العائدة لها وبالعكس. 


د لكات ل ا 2 0 2 





)8 1١ )[( © )]( - 48 - )7( - 900 قياس‎ 


مبرهنة (7) : إذا تعامد مستويان فالمستقيم المرسوم في أحدهما والعمودي على مستقيم التقاطع يكون عموديا 
على المستوي الآخر 





أي إنه : إذا كان (7) ل (20) 
8 - 7 م 8) 

١ 8‏ 68 ب (7) ح 68 
في (7 

فإن (16) 1 617 











سم 0 27 





المعطيات : في نقطة 2 48 1 682 ,(7) - 62 ,48 - ([) 60©) ,([) 1 6 

المطلوب إثباته  :‏ (2) 1 617 

البرهان : 

في(2) نرسم 48 1 :878 ( في المستوي الواحد يمكن رسم مستقيم وحيد عمودي على مستقيم فيه من 
نقطة معلومة ) 

8 ,([) ح 682 (معطى) 

. 62 #4 اغائدةاللزاوية الزوجية (1) - 48 - (2) (تعريف الزاوية العائدة) 


.. ”90 - 1018 >< (قياس الزاوية الزاوجية يساوي قياس الزاوية العائد له وبالعكس) 


١ 28 .-‏ 68 (إذاإكان قياس الزاواللة بين مستقيمين 909 فإن المستقيمين متعامدان وبالعكس). 
.. 0) 1 68 (المستقيم الشمودي على مستقيمين متقاطعين من نقطة تقاطعهما يكون عمودي على 
مستويهما) 
و. هايم 


نتيجة مبرهنة (7) : إذا تعامد مستويان فالمستقيم المرسوم من نقطة أحدهما عمودياً على المستوي الآخر 


يكون محتوى فيه 





)ع 682 +ج 8) ١‏ (1) , (7)ء © , 10) 1 60 


)7 20 0 


مبرهنة (8) : كل مستو مار بمستقيم عمودي على مستو آخر يكون عمودياً على ذلك المستوي 
أو يتعامد المستويان إذا احتوى أحدهما على مستقيم عمودي على الآخر 





أى إنه 


يها 


فيد ص -]| (80) 1 48 
 )7(‏ 8ل 


المعطيات : (10) 1 2478 
(1) ج248 

المطلوب إثباته : ©2) 1(11) 

البرهان : 

ليكن 17© -ح (00(0107) (يتقاطةالقاستويان بخط مستقيم)! 

8 ©1886 (مستقيم التقاطع يحتوي النقاط المشتركة ). 

في (ل) نرسم 687 1 85 ( في المستوي الوااحد يوجثاً مستقيم وخيد غمودي على مستقيم فيه من نقطة 

معلومة). 





() 1 48 (معطى) 

. 88 , 68 ل 48 (المستقيم العمودي على مستوي يكون عموّديا! على اجميع المستقيمات المحتواة في 
المستوي والمارة من أثره). 

(7) ح 48 (معطى). 

. 486 > عائدة للزاوية الزوجية 67 (تعريف الزاوية العائدة ) 

- “90 - ع4 > 1 ( لأن 88 1 08 

:. قياس الزاوية الزوجية "90 - (ي2) - 68 - (9) (قياس الزاوية الزوجية يساوي قياس الزاوية العائدة 

لها وبالعكس). 
.٠‏ () 1 (137) (إذا كان قياس الزاوية الزوجية 9047 فإن المستويين متعامدان وبالعكس) 


و. ها .م 


00 20 0 





أي إنه 

48 غير عمودي على (10) 

فيوجد مستوي وحيد.يحتوي 41 وعمودي على (/) 

المعطييات : 48/ غير عمودي على (70) 

المطلوب اإثباته!: إيجاد مستو وحيد يحوي 7/1 
وعمودونا على (2) 

البرهان : 

من نقطة (4) نرسم (0) 1 ,46 (يوجد مستقيم وحيد عمودي على مستو معلوم من نقطة لا تنتمي إليه). 

٠‏ 46 , 48 متقاطعان 





. يوجد مستو وحيد مثل (1) يحويهما (لكل مستقيمين متقاطعين«يوجد مستو وحيد يحويهما). 
- () 1 (172) (مبرهنة 8) 
ولبرهنة الوحدانية : 
ليكن (2) مستوي آخر يحوي 48 وعمودي على (/7) 
٠:‏ )ل 46 (بالبرهان). 
(2) ح 46 (نتيجة مبرهنة 7) 


. (2) -(7) (لكل مستقيمين متقاطعين يوجد مستو وحيد يحويهما) ٠‏ و. هِ«آم 


نتيجة مبرهنة (9) : إذا كان كل من مستويين متقاطعين عمودياً على مستو ثالث فإن مستقيم تقاطعهما يكون 
عمودياً على المستوي الثالث 





المعطيات : 2478 ح (300)77) 
(2) 1 00 24 
المطلوب إثباته : (2) 1 2418 
البرهان: إن لم يكن 48 عمودياً على (27) 
لما وجد أكثر من مستوي يحوي 48 وعمودي على (2) 
( مبرهنة 9 ). 





)7 20 0 





مثال 


في :)418 د 


0 -ح 4ه :1د , (480) ل 812 
71 5 - 81 , 1711© 10 - 18ل 
جد فياس الزاوية الزوجية 8 - 40 -- 1 


المعطيات : 
01 -ح 81 «اادع1'0 - 248 , ٠‏ 30 - )820 :11 , (480) ل 812 

المطلوب إثباته : إيكجاديقياس الزاوية«الزوجية 8 40 - 1 

البرهان : 

في المستوي (48)0) نرسم 0940 88 افي نقطة 8 ( في المستوي الواحد يوجد مستقيم وحيد عمودي على 





١ )480( ٠“‏ ها (معطى). 
40 ل 8 (مبرهنة الأعمدة الثلاثة). 
> 28 + عائدة للزاوية الزوجية 460 (تعريف الزاولة.العائدة). 
:8 ل 28 (المستقيم العمودي على مستوي يكون عمودياً عل التّميع المستقيمات المحتواة في المستوي 
والمارة من اثره). 
> ه80 م 2 قائم الزاوية في 8 
في 85/4 2 القائم الزاوية في 7 
202 


رع 1 1 1 
ع5 ح بر ج 22ح د اج لاحت 511130 
10 2 54 


في 788 القائم الزاوية في 8 
5 
1 2-1 - 811 ]ا 
.. قياس 450 -ح 81:17 > 111 
.. قياس الزاوية الزوجية 456 - # - 40 -- 7 (قياس الزاوية الزوجية هو قياس الزاوية العائدة لها 
وبالعكس) 


و. هارم 





0 20 00 
مثال 


ليكن 480 مثلثاً وليكن (486) 1 247 
"017 1 810 
١‏ 821 
برهن إن : ([04) 1 1آ 
017 ل 0اى] 
المعطيات :: 
١ ) 1"‏ 812 4ه ١‏ لأقيجو(6 ظ ) ١‏ “41 
المطلوب إثباته : 
(417)) لا 21 , "1 © للي 121 
البرهان : 
٠‏ (480) ل 47 (معطى). 
. (486) ل (647) (مبرهنة 8 : يتعامد المستويان إذاأ احتوئئ ألتدّهما على مستقيم عمودي على الآخر). 
٠‏ 4) 1 81 (معطى). 
. (64) ل 88 (مبرهنة 7 : إذا تعامد مستويارثا فالمستقيم المربقهخ في أحدهما والعمودي على مستقيم 
التفاطع يكون عمودياً على الآخر)! 
.- 01 1 872 (معطى) 


.٠‏ © 1 7 (نتيجة مبرهنة الأعمدة الثلاثة) 





ملشالة 

(9) ,(1) مستويان متعامدان 

8) ح 48 

00 000 عموديان على 148 
ويقطعان (1) في 1 ,) على الترتيب 
برهن إن : (16) 1 062 

المعطبات : 


يها 





إن (7) 1 (70) , (1) ح 48 , 887 ,26 عموديين على 48 ويقطعان (1) في 7 , 6 على الترتيب. 
المطلوب إثباته : (7) 1 672 


)7 20 0 





البرهان : 
ليكن (7) مستوي المستقيمين المتقاطعين 88 , 80 (لكل مستقيمين متقاطعين يوجد مستوياً وحيداً يحويهما). 
بما إن 889 , 86 1ل 48 (معطى) 

:. (2) 1 48 (المستقيم العمودي على مستقيمين متقاطعين من نقطة تقاطعهما يكون عمودياً على 

مستويهما). 
- () ءح 48 (معطى) 

“. (2) 16081 (يتعامد المستويان إذا احتوى أحدهما على مستقيم عمودي على الآخر) 
() 1 (36) . (معطى): 
ولما كان 17© - (2(01017) (لأنه«للحتوى في كل منهما). 

62 1 0 

( إذا كان كل من مستويين متقاطعين عَتَلهدِياً على مستو ثالث فإن مستقيم تقاطعهما يكون عامودياً على 
المستوي الثالث). 

وناه.م 


تمارين |1 - 6] 


١‏ - برهن إن مستوى الزاوية المستوية العائدة لزاوية زوجية بكون عموديأ على حرفها. 
المعطيات: الزاوية الزوجية (1) - 48 - (ل) 
والزاوية :121) زاوية مستوية عائدة لها. 


المطلوب إثباته : (621) 1 2478 


البرهان : 
:* الزاوية :021 زاوية عائدة للزاوية الزوجية (17) - 48 - (]0) (معطى) 


68 ل 48 

28 ل 48 1 من تعريف الزاوية العائدة للزاوية الزوجية 
[ وهي الزاوية الناتجة من اتحاد شعاعين عموديين على حرف الزاوية الزوجية من نقطة,تنتمي إليه وكل منهما 
في أحد وجهي الزاوية الزوجية]. 

. (68218) 1 48 [ المستقيم العمودي على مستقيمين متقاطعين من نقطة تقاطعهما يكون عمودي على 





)7 ٠65 20 0 





؟"- برهن إنه إذا وازى مستقيم مستوياً وكان عمودياً على مستو آخر فإن المستويين متعامدان. 
المعطيات : ([) 1 48 , (7) // 248 
المطلوب إثباته : (17) 1 (70) 

البرهان : 

إن لم يكن () يقطع (17). 

فإن (7) //(0), [معطى]. 

(7) 1 #48[ المستقيم العمودي على أحد 
مستوبين متوازئلّّن يكون عتؤدياً على الآخر] 
ولكن هذا خلاف المعظيات 

٠‏ () يقطع (ر3) 

وليكن: 68 - (70(01)17) [ يتقاطع المشتويان بخط مستقيم ] 

لتكن 68 © 8 , وليكن 51//8/4 [ عبارة التواني : يود مسيتقيم وحيد يوازي مستقيم معلوم من نقطة لا 





تنتمي إليه]؛ 
* 00) // 84 [معطى]. 
٠‏ () ح 57 [ إذا وازى مستقيم مستوياً فالمستقيم الكارسوه“من أية نقطة من نقط المستوي موازياً 

للمستقيم المعلوم يكون محتوى فيه]. 
- (7) 1 48 > (7) 1 8# [ المستوي العمودي على أحد مستقتظين متوازيين يكون عمودياً على الآخر]. 
:. (37) ل () [ يتعامد المستويان إذا احتوى احدهما على مستقيم عمودي يعلى «الآتقّر]ء أو [ كل مستو مار 
بمستقيم عمودي على مستو يكون عمودياً على المستو الآخر]. 
و. ها.م 

"- برهن إن المستوى العمودي على أحد مستويين متوازيين يكون عمودياً على الآخر أيضاً. 
المعطيات : (7) // 00) , (7) 1 (2) 
المطلوب إثباته : (16) 1 (2) 
البرهان : 
ليكن 48 ح (00)2) 
وليكن 68 ح (1(0)2) 
ولتكن 48 © 8 » نرسم 81 محتوى في (27) 


)7 ١٠١ 20 0 





بحيث 61 1 878 [ يمكن رسم مستقيم وحيد عمودي على مستقيم معلوم من نقطة لا تنتمي إليه ]. 

* (72) ل (2) [ معطى]. 

. (7) 1 58 [ إذا تعامد مستويان فالمستقيم 
المربسوم في في أحدهما والعمودي على مستقيم التقاطع 
يكون عمودياً على الآخر]. 
لكن (17) //(80)/ [ معطى ] 

(16) كلبلا .[بالمستقيم العمودي على أحد مستويين 

متوازيي ايكون عمودياً على الآخر]. 

(1) ل )2(١‏ [ يتغآمه المستويان إذ#(ااحتوى أحدهما 





و.ه.م 
؛- 6,18 ,8 ,4 أربع نقاط ليست في مستو واحد بحيث 46 - 48 و 860 ء 8 فإذا كانت 24/7 عائدة 
للزاوية الزوجية 7 - 80 - 4/ برهن أن 81 - 01 
المعطيات : 0,1 ,8 ,4 اربع نقط مختلفة ليست .في مسِيثو واحد. 

46 - 48 , 452 > عائدة للزاوية الزوجية 7 - 86« - .4 
المطلوب إثباته : (81 - (1) 
البرهان : 
6 * عائدة للزاوية الزوجية 7 - 80 - 4 [معطى] 
. 860 ل ك4 | [الزاوية العائدة هي الزاوية الناتجة من اتحاد 
1 288 | شعاعين عموديين على حرف الزاوية الزوجية من 
نقطة تنتمي إليه وكل منهما في أحد وجهي الزاوية الزوجيية ] 


في المثلث :486 © 40 - 48 [ معطى ] 
.. 68 - 8 [العمود النازل من رأس مثلث متساوي الساقين على القاعدة ينصفها ] 
المثلثان 118 , 7210 فيهما 





2 - #1 :131 [ قوائم ] 

0 - 88 [ ضلع مشترك ] 

81 - 8 [ بالبرهان] 

. يتطابق المثلثان بضلعين وزاوية محددة بهما ومن التطابق ينتج (81 - (61 . و.ه.م 


)7 ٠١ 20 0 





ه- برهن إنه إذا وازى كل من مستقيمين متقاطعين مستوياً معلوماً وكانا عموديين على مستويين متقاطعين فإن 
مستقيم تقاطع المستويين المتقاطعين يكون عمودياً على المستوي المعلوم. 
المعطيات: (1) ل 017 , (1) 1 612 
8 -ح )0001١)17(‏ 
(2) //2) ,0618 
المطلوب إثباته : (2) 1 478 
البرهان : 
ليكن (14) مستوئ المستقيمين المتقاطعين 14) ,(1) [ لكل مستقيمين 
متقاطعين يوجد مستوي وحيد يحتويهما ] 
٠‏ (2) //69 , 12678 معطين] 
:. (2) //(84) [اذا كان؛كل من مستقيمين متقاطعين يوازيان مستوياً معلوماً فإن مستويهما يوازني المستوي 
المعلوم ]. 





ولكن (1) 1 1) 
١ 0-0‏ [معطى] 

(8) 1 618 
. (7) ,(7) ل (74) [ يتعامد المستويان إذا احتوك أحدهما على مسيتقيم عمودي على الآخر]. 
٠‏ 48 - (20001)7) [ معطى ] 
. (74) ل 48 [ إذا كان كل من مستويين متقاطعين عموديا علهنستو ثالث فإن مستقيم تقاطعهما يكون 

عمودياً على المستوي الثالث ] 

(2) ل 48 [ المستقيم العمودي على أحد مستويين متوازبين يكون عموديا علب آلآخر]. 


(و. ه. م) 


5- دائرة قطرها (248) , 460 عمودي على مستويها » 7 نقطة تنتمي للدائرة . برهن ان (601/4) عمودي على 
(6218)). 

المعطيات : 48 قطر في الدائرة 

0 عمودي على مستنو الدائرة » نقطة 1 تنتمي للدائرة 
المطلوب إثباته : (618) 1 (6174) 

البرهان : 

488 + زاوية محيطة 





060 - 422 > :+ [الزاوية المحيطية المقابلة لنصف دائرة قائمة] 


غيداء طارق الشمرى غك 7+ 





. 28 ل 478 إإذا كانت الزاوية بين مستقيمين قائمة فإن المستقيمين متعامدين]. 

٠‏ 40 عمودي على مستوي الدائرة [ معطى]. 

١ 28 ..‏ 672 [مبرهنة الأعمدة الثلاثة]. 

:. أصبح لدينا : 47 , 68 1 288 [ بالبرهان] 

١ )6824( .‏ 7 8ي [المستقيم العمودي على مستقيمين متقاطعين من نقطة تقاطعهما يكون عمودياً على 
مستويهما]. 

ولكن (61218) 1812.2 

. (0128)آ/(124))«[ايتعامد المستويان إذا احتوى أحدهما على مستقيم عمودي على الآخر] 


و. ها .م 


الاسقاط العمودي على مستو 


عصواط عاا مه مملاعع زمءط اومصمع ه02 ع1 





)١‏ مسقط نقطة على مستو: هو أثر العمود المرسوم.من تلك النقطة على المستوي. 

؟) مسقط مجموعة نقط على مستوي : لتكن ,1 مجموعة من نقاط في الفراغ فإن مسقطها هو مجموعة كل آثار 
الأعمدة المرسومة من نقاطه على المستوي. 

؟) مسقط قطعة مستقيم غير عمودية على مستو معلوم :,هئ“قطعة المستقيم المحددة بأثري العمودين 
المرسومين من نهايتي القطعة على المستوي المعلوم. 18 
ليكن 48 غير عمودي على (2) وليكن 

(10) 1 40 > مسقط 4 على (7) هو ) 

(1) 1 81 > مسقط 8 على ()7) هو (1 

)01( مسقط 41 على (10) هو‎ .٠ 


52-7 - الكات 12224609 ]ان اله اما" 





؛) المستقيم المائل (1,17:6 17:6111:64) على مستو: هو المستقيم غير العمودي على المستوي وقاطع له. 
©) زاوية الميل (111211110:1011 /0 4711916) : هي الزاوية المحددة بالمائل ومسقطه على المستوي. 


)7 20 0 





ليكن 48 مائلاً على (*) في 78 
وليكن (10) 1 40 في ) 

. 6 مسقط 4 على (][) حيث () © 4 كذلك 8 مسقط نفسها حيث (1) © 8 
86 مسقط #48على (:1) 
أي إن 906 > 66> 0 
(0,909)ء 6 


*) طول المسقطا 
طول مسقظقطعة مالثقيم على مستو“أطول المائل * جيب تمام زاوية الميل. 
فعندما تكون 48 مائلاً على (70) وزاوية ميله 0 ومسقطه 80 فإن 0 0605© 48 - )87 





)2)( مسقط مستوي مائل (111:117:6)1110116) على‎ )١ 

زاوية ميل مستو على مستو معلوم هو قتّاس الزاوية المستويةالعائدة للزاوية الزوجية بينهما. 
مساحة مسقط منطقة مائلة على مستو معلوم - مساحة(المنطقة«المائلة “ جيب تمام زاوية الميل 
لتكن 4/ مساحة المنطقة المائلة و /4/ مساحة المشقط ..9 قياس زاويةآلفيلٌ 4.6056 - '/ 


إذا وازى أحد ضلعي زاوية قائمة مستوياً معلوماً فإن مسقطي ضلعيها على المستوي متعامدان 
المعطيات : 
6 قائمة في 8 .2 (0[) / / 478 
'4'8 هو مسقط 478 على (0[) 
"8'0 هو مسقط 20 على (0[) 
المطلوب إثباته : "8"0 1 "24/8 
البرهان : 


' 489 مسقط 17/ 
|[معطى] 
مسقط )شآ 














> (016) 1 447 , '60",88 (مسقط قطعة مستقيم على مستو معلوم هو القطعة المحددة بأثري العمودين 
المربسومين على المستوي من طرفي القطعة المستقيمة). 
'88 // '44 , '0) // ”88 ( المستقيمان العموديان على مستو واحد متوازيان) 





غيداء طارق الشمرى ال 7+ 


بالمستقيمين المتوازبين “28 ,4/4 نعين ( 1 0 ا 5 
لمتوازيين نعين ( ١‏ (لكل مستقيمين متوازيين يوجد مستو وحيد يحتويهما) 
بالمستقيمين المتوازيين ')) ,"88 نعين(2) 
لكن (20) // 48 (معطى) 
'4'8 - (9(00) (يتقاطع المستويان بخط مستقيم) 
'4'8 //48 «(إذا وازى مستقيم مستوياً معلوماً فإنه يوازي جميع المستقيمات الناتجة من تقاطع هذا 
المستوي والمستويات التي تحوي المستقيم). 
كذلك "4/8 1 '88 ( المستقيم العمودي على مستوي يكون عموديا على جميع المستقيمات المرسومة من 
أثره ضمن ذلك المستوي). 


١ 28'‏ 2ل ( في المظلتوي الواحد : المستقيم العمودي على أحد مستقيمين متوازيين يكون عمودياً على 
اليخز). 


لكن 20 ل 241 (لأن “90 - )48 + :7 معطى) 
(2) ل 48 (المستقيم العطودي على .مستقيمين متقاطعين من نقطة تقاطعهما يكون عمودياً على مستويهما). 
ح (7) ١‏ '4'8 ( المستوي العمؤدي, على أحد مستقيمين متاازيين يكون عمودياً على الآخر) 


.. '8'600 ل 4787 ( المستقيم العمودي على مستوي يكويخ عمودياً على جميع المستقيمات المرسومة من أثره 








مثال 
0 مثث . (1[) ح )18 
والزاوية الزوجية بين مستوي المثلث )48 والمستوي 
(1) قياسها 607 فإذا كان 
71 -ح الآ ,130111 - )4 - 85ل 
جد مسقط المثلث (4860) على (20) 
ثم جد مساحة مسقط :)48 د على (/7) 
المعطيات : (10) ح :20 , 410 1 





قياس 609 - ©3) - 86 - (480) 
0 - )8 ,13 -)4 - 8ل 
المطلوب إثباته : إيجاد مسقط :)4818 د على (20) وايجاد مساحة مسقط :)48 د على ()2) 
البرهان : 


نرسم (0) 1 (41 في (1 (يمكن رسم عمود على مستوي من نقطة معلومة) 





206 200 ال 117) 


06 مقط آل 5 58 5 5 5 5 5 
(مسقط فطعه مستقيم على مستو معلوم هو القطعه المحددة باتري العمودين 


رد 6 المرسومين على المستوي من طرفي القطعة المستقيمة) 


70 مسقط نفسه على ()[) 
٠‏ 80 ى مسقط 4860 د على (7) 
في (48)0) نرسمل]4 1 820 في 8 ( في المستوي الواحد يمكن رسم مستقيم عمود على آخر من نقطة 
معلومة) 
وبما أن 48 - 40 (معطى) 
.٠‏ 561 - 81ح )لظ (العمود النازل«ظن رأس مثلث متساوي الساقين على القاعدة ينصفها). 
86 ل 110 (نتيجة_مبزهنة الأعمدة الثلاثة) 
. 214 عائدة للزوجية 86 (تعريف الزاوية العائدة) 
لكن قياس الزاوية الزوجية 80 2 607 (معطى) 
في 418 ه القائم في 12 : 
11 12 - 1/144 - 25 - 1/169 - 48 


في 458 ى القائم في 1 


1 1_1 
اج 25 - 600و0» 
12 2 47 
“يرن 2:30 6 ير 10 » د - مساحة المثلث معيىآ 


ملاحظة : لو طلب مساحة المسقط فقط فيمكن إيجاده كالآتى : 


مساحة 26:7 ع مساحة :486 ا 6060 05© 
7 30 - (3*ا 10> 12) »ا 3 - 
2 ل 





تمارين [2 - 6] 


-١‏ برهن أن طول قطعة المستقيم الموازي لمستو معلوم يساوي طول مسقطه على المستو المعلوم وبوازيه. 
المعطيات : (6[) / / 418 , 1) مسقط 48 على (/2) 
المطلوب إثباته : )١‏ (1) // 478 

؟) )0 - 48 





)*1 7 200 0 





)[)( مسقط 48 على‎ 607 ٠٠ 
عمودان على (2) [ مسقط قطعة مستقيم على مستو هو القطعة المحددة بأثري العمودين‎ 46 , 88 . 
المرسومين من طرفي القطعة على المستوي]‎ 
[بالمستقيمان العمودان على مستو واحد متوازيان]‎ 40// 81 . 
] بالمستقيمين المتوازيين 40,81 نعين (37) [ لكل مستقيمين متوازيين يوجد مستو وحيد يحتويها‎ .: 
ب (معطى)‎ 257/000 
مستقيخاتقاطع مستويين!يوازي كل مستقيم محتوى في أحدهما ويوازي الآخر] أو [ إذا وازى‎ [17148 //01 . 
مستقيم مشتويا معلؤآمايفإنه يوازي جمظع المستقيمات الناتجة من تقاطع هذا المستوي مع المستويات التي تحوي‎ 
.] هذا المستقيم‎ 
و.ه.م(1)‎ 
الشكل (481)0) متوازي أضلاع [ لأن كل ضلعين متقابلين متوازيين].‎ . 
.] خواص متوازي الأضلاع كل ضلعين«متقابلين«فيه متساويين بالطول‎ [ 48 - 68 . 
)2( وا. هلام‎ 
؟) برهن أنه إذا قطع مستويان متوازيان بمستقيم فإن ميله على أحدهما يساوي ميله على الآخر.‎ 
المعطيات : (7) //(00) , [18] -ح (80) 4011 ظ‎ 
101١ )7( ع‎ 40( 
)37( المطلوب إثباته : ميل '4)0 على (180) ح ميل 40 على‎ 
: البرهان‎ 
نرسم (26) 1 41 [ يمكن رسم مستقيم وحيد عمودي على مستي‎ 
.] معلوم من نقطة معلومة‎ 

٠:‏ (00//037) (معطى) 
:. (7) 1 48 في نقطة 8 [ المستقيم العمودي على أحد 
مستويين متوازيين يكون عموديا على الآخر]. 

88 مسقط 40 على (/2) [ مسقط قطعة مستقيم غير عمودية على مستو معلوم هو قطعة المستقيم 
وكذلك 078 مسقط 46 على (17) المحددة بأثري العمودين المرسومين من طرفي القطعة على المستوي] 






غيداء طارق الشمرى ١١‏ 2+7 





1* هي زاوية ميل 46 على (0) | [ زاوية ميل مستقيم مائل على مستو معلوم هي الزاوية المحددة 
2 هي زاوية ميل 40 على (9) 2 بالمائل ومسقطه على المستو المعلوم ] 

1/01 [ خط تقاطع المستويين المتوازيين بمتسوي ثالث متوازيان ] 

2 - 21 [إذا وازف ضلعا زاوية ضلعي زاوية أخرى تساوى قياسهما وتوازى مستويهما]. 

)17( ميل 46 على (0) - ميل 46 على‎ ٠ 

و.ه.م 

*- برهن على أن المستقيمات المتوازية المائلة على مستو الميل نفسه 

المعطيات : 677)// 8 4«ؤكل منهما مائل على (20) 

المطلوب إثباته : قيآسهيزاوية ميل ,418 على () - قياس زاوية ميل 01 على (#) 

البرهان : 

#١ 
4 في جر | 20 ب‎ 67 1 )8( 

نقطة معلومة ] 

. 81 مسقط 48 على (7) 

717 مسقط 57 على (©1) 

[ مسقط قطعة مستقيم غير عمودية على مستو معلوم هو قطعة اتيم المحددة بأثري العمودين المرسومين 

من طرفي القطعة على المستوي ]. 

. 1 هي زاوية ميل 48 على (20) 
2 هي زاوية ميل 300 


28//68 (معطى) 
4 ح- 8723 2 [ إذا وازى ضلعا زاوية ضلعي زاوية أخرى تساوى قياسهما#] 


90 - 7226 - 23225 [ المستقيم العمودي على مستوي يكون عمودياً على جميع المستقيمات المرسيومة 
من أثره ضمن ذلك المستوي ]. 

:. 222 - 37241 [ مجموع قياسات زوايا المثلث - 18027 ] 

. قياس زاوية ميل 48 على (20) ح قياس زاوية ميل 1) على (لر) 


و. ها.م 





[ زاوية ميل مستقيم مائل على مستواامعلوم هي الزاوية المحددة 
بالمائل ومسقطه_ على المستوي #لعلوم ]. 


00 ١١ 200 0 





4 - برهن على انه إذا رسم مائلان مختلفان في الطول من نقطة لا تنتمي إلى مستو معلوم فإن أطولهما تكون 


زاوية ميله على المستوي أصغر من زاوية ميل الآخر عليه. 


المعطيات : '440/ < 248 , (7) »© / 
المطلوب إثباته : زاوية ميل 48 على (ل) اصغر من 
زاوية ميل '4)0 على (28/0) 

البرهان : 

ليكن (0) 412/1 [ يمكن_ رسيم مستقيم وحيد عمودي 
على مستو من نقطلة لا تنتمي إليه] 

. 218 ممسنقط 48 على /(18) |[ مسقط قطعة مستقيم غير عمودية على مستو معلوم هو قطعة المستقيم 

مسقط اي 70 العمودين المرسومين من طرفي القطعة على المستوي ] 





1 نادية ميل 4118 عى (4) | | [إزية ميل مستقيم مائل#هلى.مستو معلوم هي الزاوية المحددة بالمائل 
2 زاوية ميل 46 على (1)1 ومسقطه على ذلك المستوي 
٠:‏ 40 < 48 (معطى) 


. ل > ل (خواص الة 
٠‏ - > جد (خواص التراجح ) 


ع0 
وبضرب طرفي المتراجحة ب 0 ينتج ا للد 


51262 > 531262 [ وبرفع :527 من الطرفين لأن دالة 5872 دالة«متزايدة ] 
. ج802 > ,60 
. زاوية ميل 48 على (*) < زاوية ميل )4 على (2) 

و.ه.م 


- برهن على إنه إذا رسم مائلان من نقطة ما إلى مستو فأصغرهما ميلاآً هو الأطول 


المعطيات : )4 ,48 مائلان على (/]7) 

زاوية ميل )4 على (20) > زاوية ميل 48 على (2) 
المطلوب : 46 < 48 

البرهان : 





ليكن (1) 1 487 [ يمكن رسم مستقيم عمودي على مستو معلوم من نقطة لا تنتمي إليه ]. 


)7 ١١5 200 0 





تيوه اساويات] وو عويب ا 
مسقط 40 على (8) ا المحددة بأثري العمودين المرسومين من طرفي القطعة على المستوي ] 

*. و6 زاوية ميل 48 على 0 [ زاوية ميل مستقيم مائل على مستو معلوم هي الزاوية المحددة 
2 زاوية ميل 46 على (0) | بالمستقيم ومسقطه على ذلك المستوي ] 

6 > 6 12 (معطى) 

وبأخذا دالة +587 للطرفين 


511107 > 51102 


41 11 دض :+ 5 د 
كك 0 بفقسلم4 د ححه 
2 > 022 [ ويقنتقة#طرفي المتراجحة على 87 ] 
1 1 لس 
م وبقلب التراجح ينتح  :‏ )4 < 418 [ خواص التراجح ] 


و.ه.م 

5- برهن على أن زاوية الميل بين المستقيم ومسقطه على مستو أصغر من الزاوية المحصورة بين المستقيم 
نفسه وأي مستقيم آخر مرسوم من موقعه ضمن ذلك المستوي. 
المعطيات : 48 مائل على (00) 

62 مسقط 478 على (7) 

(18) ح 8210 

6 محددة ب 48 , 80 

62 محددة ب 418 , (81آ 
المطلوب إثباته : و26 112 > 13114601 
البرهان : 
نرسم (10) 1 40 [ يمكن رسم مستقيم وحيد عمودي على مستو معلوم |من نقطة معلومة ]. 
ونرسم (81 1 41 [ يمكن رسم مستقيم وحيد عمودي على مستقيم معلوم من نقطة لا تنثقتي إليه ]. 
0 > 46 [العمود النازل من نقطة معلومة على مستوي هو أقصر مسافة بين النقطة المعلومة 





والمستوي ]. 
وبالقسمة على 28/ 
9 46 
48س 48 


:. 511102 > 1 51110 
> م02 1114 > 01 111 


